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Programme

Nombres complexes

* Nombres complexes : point de vue algébrique

Dans le manuel

Contenus

- Ensemble C des nombres complexes. Partie réelle et partie imaginaire. Opérations.
- Conjugaison. Propriétés algébriques.

- Inverse d'un nombre complexe non nul.

- Formule du bindéme dans C.

Capacités attendues

— Effectuer des calculs algébriques avec des nombres complexes.
— Résoudre une équation linéaire az = b.

— Résoudre une équation simple faisant intervenir zet z.
Démonstrations

- Conjugué d'un produit, d'un inverse, d’'une puissance entiere.
- Formule du binéme.

* Nombres complexes : point de vue géométrique

Dans le manuel

Contenus
- Image d’'un nombre complexe. Image du conjugué. Affixe d'un point, d'un vecteur.
— Module d'un nombre complexe. Interprétation géométrique.

- Relation | 2| = 2Z . Module d'un produit, d'un inverse.

- Ensemble U des nombres complexes de module 1. Stabilité de U par produit et
passage a l'inverse.

— Arguments d’'un nombre complexe non nul. Interprétation géométrique.

- Forme trigonométrique.

Capacitées attendues

— Déterminer le module et les arguments d’'un nombre complexe.

- Représenter un nombre complexe par un point. Déterminer I'affixe d'un point.
Démonstrations

- Formule |z’ = zz. Module d’un produit. Module d'une puissance.

Problémes possibles

- Suite de nombres complexes définie par z,,, = az, + b.

- Inégalité triangulaire pour deux nombres complexes ; cas d'égalité.
- Etude expérimentale de I'ensemble de Mandelbrot, d'ensembles de Julia.

3

do gd\‘)de
2504

M,
-]
;

Apprendre
a démontrer

* Nombres complexes et trigonométrie

Dans le manuel

Contenus

- Formules d’addition et de duplication a partir du produit scalaire.

- Exponentielle imaginaire, notation e, Relation fonctionnelle. Forme exponentielle d’'un nombre
complexe.

1 . oy . 1 . 0
- Formules d'Euler : cos(8) = 5(@'e +e7¢") sin(0) = E(e'9 -e™®),

- Formule de Moivre : cos(n6) + i sin(nB) = (cos(6) + i sin(6))"

Capaciteés attendues

— Passer de la forme algébrique d'un nombre complexe a sa forme trigonométrique ou
exponentielle et inversement.

- Effectuer des calculs sur des nombres complexes en choisissant une forme adaptée, en particulier
dans le cadre de la résolution de problemes.

— Utiliser les formules d’Euler et de Moivre pour transformer des expressions trigonométriques,
dans des contextes divers (intégration, suites, etc.), calculer des puissances de nombres complexes.
Démonstration

— Démonstration d’une des formules d’addition.

i

Mg,
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Cours 5




Nombres complexes
« Equations polynomiales

Dans le manuel

On utilise librement la notion de fonction polyndme a coefficients réels, plus simplement appelée
polynéme. On admet que si une fonction polyndme est nulle, tous ses coefficients sont nuls.
Contenus

- Solutions complexes d'une équation du second degré a coefficients réels.

- Factorisation de 2" — a" par z—a.

- Si Pest un polynéme et P(a) = 0, factorisation de P par z—a.

- Un polynéme de degré n admet au plus nracines.

Capacités attendues

- Résoudre une équation polynomiale de degré 2 a coefficients réels.

- Résoudre une équation de degré 3 a coefficients réels dont une racine est connue.

- Factoriser un polyndme dont une racine est connue.

Démonstration

- Factorisation de 2" — a" par z — a. Factorisation de P(z) par z— asi P(a) = 0.

— Le nombre de solutions d'une équation polynomiale est inférieur ou égal a son degré.
Problémes possibles

- Racines carrées d’'un nombre complexe, équation du second degré a coefficients complexes.
— Formules de Viéte.

— Résolution par radicaux de I'équation de degré 3.

Cours 5
Apprendre
a démontrer

» Utilisation des nombres complexes en géométrie

Dans le manuel

Contenus c—a

— Interprétation géométrique du module et d'un argument de b_a

- Racines n-iemes de I'unité. Description de 'ensemble U, des racines n-iemes de I'unité.
Représentation géométrique. Cas particuliers: n=2, 3, 4.

Capacités attendues

— Dans le cadre de la résolution de probleme, utiliser les nombres complexes pour étudier des
configurations du plan : démontrer un alignement, une orthogonalité, calculer des longueurs, des
angles, déterminer des ensembles de points.

— Utiliser les racines de l'unité dans I'étude de configurations liées aux polygones réguliers.
Démonstration

- Détermination de I'ensemble U,

Problémes possibles

- Lignes trigonométriques de X construction du pentagone régulier a la regle et au compas. 57 2

- Somme des racines n-iemes de |'unité.
— Racines n-iemes d’'un nombre complexe.
- Transformation de Fourier discréte.

H

Mg,
B:
Me,

B

e
5

M,
B

Cours 6
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Programme

Dans le manuel

Contenus

- Divisibilité dans Z.

- Division euclidienne d'un élément de Z par un élément de N*,

- Congruences dans Z. Compatibilité des congruences avec les opérations.
- PGCD de deux entiers. Algorithme d’Euclide.

- Couples d’entiers premiers entre eux.

—Théoréme de Bézout.

- Théoréme de Gauss.

- Nombres premiers. Leur ensemble est infini.

- Existence et unicité de la décomposition d'un entier en produit de facteurs premiers.
— Petit théoréme de Fermat.

Capacités attendues

i

— Déterminer les diviseurs d'un entier, le PGCD de deux entiers. ‘A
- Résoudre une congruence ax = b [n]. Déterminer un inverse de a modulo n lorsque a et n sont ‘8
premiers entre eux.
., ohode
- Etablir et utiliser des tests de divisibilité, étudier la primalité de certains nombres, étudier des &7
3ede
problemes de chiffrement. b1
- Résoudre des équations diophantiennes simples. 7
Démonstrations
- Ecriture du PGCD de a et b sous la forme ax + by, (x , y) € Z% Cours 3 et
Apprendre

a démontrer

—Théoreme de Gauss.
Cours &4

- L'ensemble des nombres premiers est infini.
Cours 2 et
Apprendre

a démontrer

Exemples d’algorithmes

- Algorithme d’Euclide de calcul du PGCD de deux nombres et calcul d'un couple de Bézout.
- Crible d’Eratosthéne.

— Décomposition en facteurs premiers.

Problémes possibles

- Détermination des racines rationnelles d’'un polyndme a coefficients entiers.
- Lemme chinois et applications a des situations concretes.

- Démonstrations du petit théoréme de Fermat.

- Problémes de codage (codes barres, code ISBN, clé du Rib, code Insee).

— Etude de tests de primalité : notion de témoin, nombres de Carmichaél.

- Problémes de chiffrement (affine, Vigenére, Hill, RSA).

- Recherche de nombres premiers particuliers (Mersenne, Fermat).

- Exemples simples de codes correcteurs.

- Etude du systéme cryptographique RSA.

— Détermination des triplets pythagoriciens.

- Etude des sommes de deux carrés par les entiers de Gauss.

— Etude de I"équation de Pell-Fermat.




Graphes et matrices

Dans le manuel

Contenus

- Graphe, sommets, arétes. Exemple du graphe complet.

- Sommets adjacents, degré, ordre d’un graphe, chaine, longueur d'une chaine, graphe connexe.
- Notion de matrice (tableau de nombres réels). Matrice carrée, matrice colonne, matrice ligne.
Opérations. Inverse, puissances d’une matrice carrée.

- Exemples de représentations matricielles : matrice d’adjacence d’'un graphe ; transformations
géométriques du plan ; systémes linéaires ; suites récurrentes.

- Exemples de calcul de puissances de matrices carrées d'ordre 2 ou 3.

- Suite de matrices colonnes (U,) vérifiant une relation de récurrence du type U,.,=AU, +C

— Graphe orienté pondéré associé a une chaine de Markov a deux ou trois états.

- Chaine de Markov a deux ou trois états. Distribution initiale, représentée par une matrice ligne .

Matrice de transition, graphe pondéré associé.

— Pour une chaine de Markov a deux ou trois états de matrice P, interprétation du coefficient (i, j)
de P". Distribution aprés n transitions, représentée comme la matrice ligne m,P".

- Distributions invariantes d'une chaine de Markov a deux ou trois états.

Capacités attendues

— Modéliser une situation par un graphe.

— Modéliser une situation par une matrice.

— Associer un graphe orienté pondéré a une chaine de Markov a deux ou trois états.

— Calculer l'inverse, les puissances d’'une matrice carrée.

- Dans le cadre de la résolution de probléemes, utiliser le calcul matriciel, notamment l'inverse et les
puissances d'une matrice carrée, pour résoudre un systeme linéaire, étudier une suite récurrente
linéaire, calculer le nombre de chemins de longueur donnée entre deux sommets d'un graphe,
étudier une chaine de Markov a deux ou trois états (calculer des probabilités, déterminer une
probabilité invariante).

Démonstrations

- Expression du nombre de chemins de longueur n reliant deux sommets d'un graphe a l'aide de la
puissance n-ieme de la matrice d'adjacence.

— Pour une chaine de Markov, expression de la probabilité de passer de I'état i a I'état jen n
transitions, de la matrice ligne représentant la distribution aprés n transitions.

Problémes possibles

— Etude de graphes eulériens.

— Interpolation polynomiale.

— Marche aléatoire sur un graphe. Etude asymptotique.

- Modéle de diffusion d’Ehrenfest.

— Modeéle « proie-prédateur » discrétisé : évolution couplée de deux suites récurrentes.

- Algorithme PageRank.

Cours 6

et Apprendre
a démontrer

Cours5

et Apprendre
a démontrer

Programme



PARTIE

1

Nombres
complexes

En 1572, Bombelli dans son
Algebra donne une méthode
pour résoudre les équations
algébriques de degrés 3 et &4
en introduisant la notation
A la Renaissance, une querelle oppose Tartaglia 3. €n 1748, Euler énonce
et Cardan concernant la résolution générale des piicomaths Y la formule de Moivre,
équations du 3¢ degré, publiée par Cardan dans les formules d’Euler

son Ars Magna (1545). et l'identité d'Euler.

g p. 237 et 241 Ilintroduit le symbole i.
“ p. 238

Mon parcours au lycée

000000000000 0O0C0OC(O @ 00 0000000000000 00000000000000000 00 @ 00 0000000000000 0000000000000000

Dans les classes précédentes... En Terminale...

« J'ai étudié certains ensembles de Je vais découvrir de nouveaux nombres
nombres et leurs propriétés: N, Z, D, Q, R. (ensemble des nombres complexes C),
« J'ai résolu des équations du 2™ degré étudier leurs propriétés algébriques et
dans I'ensemble des réels R. leurs applications géométriques.



Chapitre nNombres complexes : point de vue algébrique et polynémes p. 10

Chapitre ENombres complexes : point de vue géométrique
et applications

& -,("
- -+
\’3 ¥ " 7
\_

En 1799, Gauss soutient sa €n 1806, Argand publie €n 1872, Klein Au xxe siécle, les nombres
thése de doctorat : « Tout son Essai sur une maniére énonce une complexes sont trés présents
polynéme non constant, de représenter les maniére d'étudier la en physique (phénoménes

a coefficients complexes, quantités imaginaires géométrie a travers ondulatoires), en économie
admet au moins une dans les constructions des similitudes (phénoménes cycliques,
racine complexe ». Par la géomeétriques et introduit directes du plan fractales de Mandelbrot) ou
suite, il s'intéressera aux la forme algébrique. complexe. encore en art .

polygdnes réguliers. e d Dicomaths Pk 4 Dicomaths J k] '-) p. 239
i d Dicomaths J 1]

Domaines professionnels

Un-e ingénieur-e en physique utilise les nombres complexes pour représenter un phénomene ondulatoire :
mécanique (oscillations), électrique (impédances, filtres passe-haut etc.) ou optique. De maniére générale
ces calculs servent pour la modulation et la démodulation dans les télécommunications.

Un-e acousticien-ne étudie les phénomeénes acoustiques d’une salle en utilisant des calculs avec des
nombres complexes.

Un-e ingénieur-e dans le domaine de I'audioprothése fait de méme en optimisant les prothéses auditives.

Un-e économiste peut modéliser un cycle de croissance ou un cycle de prix grace aux nombres complexes.
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Les premiers nombres, utilisés pour compter, étaient les entiers
naturels. Ces nombres ne permettent pas de résoudre toutes

les équations. Jusqu'en classe de Premiere, le plus grand ensemble

de nombres étudié est I'ensemble des réels. Au XVI€ siecle, un

nouvel ensemble de nombres, qui n'est pas inclus dans R, est créé :

I'ensemble des nombres complexes.

Aujourd’hui, les nombres complexes sont largement utilisés,

notamment par les physiciens pour étudier des phénoménes

accoustiques.

Histoire des nombres complexes
lienmini.fr/maths-e01-01

Peut-on trouver deux nombres tels
que leur somme soit égalea 10
et leur produit soit égal a 40 ?




M Les rendez-vous
Prérequis

lienmin.fr/maths-e01-02 Sesamath

| ) Réduire une expression

Développer et réduire les expressions suivantes.
aA)A=2+3x)+(1-x)

b)B=(2+3x)-(1-x)

Utiliser la distributivité

Développer et réduire les expressions suivantes.
a)A=2x(1-2x)

b) B= (4 +2x) X (3 - 3x)

EJCalculer avec des racines carrées
1. Ecrire les expressions suivantes sans racine carrée au dénominateur.

a)A=

b)B=

SISl

2. En multipliant le numérateur et le dénominateur par 1- /2 écrire I'expres-

1
1+2°

3. En utilisant une méthode similaire a celle de la question 2., écrire I'expres-

sion suivante sans racine carrée au dénominateur:C =

. . ) . . ) 1
sion suivante sans racine carrée au dénominateur : D = m

Calculer un discriminant

Calculer le discriminant de chaque trinéme ci-dessous.
a)2x?+3x+5

b) 4x? - 20x + 25

€) 2x2-4x-2

d) -2x2-4x-2

Déterminer la forme canonique d’un trinéme
Déterminer la forme canonique des fonctions suivantes.
a)flx) =x?>-6x+5

b) g(x) =3x%2 + 9x+ 18

Résoudre une équation du second degré
Résoudre dans R les équations suivantes.
a)3x2-9x-12=0

b) 2x? +5x+7=0

c)2x2—2x+%=0

d)-x2-x+2=0

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes
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Activites

%
10 - min

n Faire le point sur les ensembles de nombres

N\

1. Recopier et compléter le schéma ci-dessous, en déterminant I'ensemble de nombres correspondant
(par exemple on notera R pour I'ensemble des réels).

2. On considére I'équation suivante : x + 3 = 2.
a) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des entiers naturels.
b) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des entiers relatifs.

3. On considére I'équation suivante: 2x+ 1 =0.
a) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des entiers naturels.
b) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des entiers relatifs.

c) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des réels.
4. On considére I'équation % + 1 =0.

Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des réels.
“ Cours 1 p. 14

B
Histoire des maths __203min

B Découvrir une approche historique

On veut trouver deux nombres tels que leur somme soit égale a 10 et leur produit soit égal a 40.

Au milieu du XVI€ siecle, Cardan donne des solutions de I'équation correspondant

ace probléeme:5+ .,/-15 et5 - ,/-15.

I nomme ces quantités « quantités sophistiquées ».

Plus tard, au XVII¢ siecle, Descartes les nommera « quantités imaginaires ».

Au XVIIIE siécle, Euler introduit une nouvelle notation : il pose i le nombre tel que i2 = -1.

Cardan
1. Montrer que le probleme peut se traduire par I'équation x x (10 - x) = 40.

2. Résoudre cette équation dans R.

3. En admettant que les quantités 5 + ,/-15 et 5 — ,/-15 de Cardan existent, montrer qu'elles vérifient bien
I'équation. Pour cette question, on généralise la régle suivante a tous les nombres réels : JaxiJa=a.

4. On pose i le nombre tel que i2=-1.
a) En déduire que i est solution de Iéquation x2 + 1 =0.
b) Déterminer la valeur de i,

5. En utilisant le nombre i, déterminer un nombre qui :
a) élevé au carré est égal a —4. b) élevé au carré est égal a -2. c) élevé au carré est égal a -15.

6. En utilisant le résultat de la question 5. c), réécrire les solutions proposées par Cardan en utilisant
le nombre i.
> Cours1p. 14
_J
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25§ min

B Calculer avec des nombres complexes

A » Addition et multiplication

1. Développer et simplifier les expressions suivantes : A= (3 - 2x) + (-2 + x) et B=(3 - 2x) X (-2 + x).
2. En utilisant i2 = -1, développer et écrire les expressions suivantes sous la forme a + ib avec a et b deux réels.
C=(B-2)+(-2+i)etD=(3-2i) x (-2 +1i).

3. Soit zet 2 deux nombres complexes tels que z=a +ibetZ =a’ +ib”avec g, b, a’ et b’ des réels.
Ces écritures sont la forme algébrique des nombres complexes zet z'.

Développer et écrire les expressions suivantes sous la forme A + iB avec A et B deux réels.

E=z+7 ,F=z-ZetG=2zx7.

B » Inverse

1. a) Déterminer la forme algébrique de (2 —i)(2 + ).

b) En multipliant le dénominateur et le numérateur par 2 — i, déterminer la forme algébrique de H = P
+i

2. Soit a et b deux réels.
a) Déterminer la forme algébrique de (a + ib)(a - ib).
b) En multipliant le numérateur et le dénominateur par a - ib, déterminer la forme algébrique de H =

a+ib’
“» Cours 2 p. 16

\

%
10 min

Decouvrir le conjugué d'un nombre complexe

Soit zun nombre complexe tel que z=a + ib avec a et b deux réels.
On appelle conjugué de z, le nombre complexe noté z défini par z =a - ib.

1. Déterminer la forme algébriquede z+ 2,z -z et 2 X Z.

2. Déterminer une condition sur z et z pour que:
a) z soit un nombre réel.
b) z soit un nombre imaginaire pur.

\§

= Cours 3 p. 18
J

N

b
20 8 min

B Resoudre des equations du second degrée

1. On veut résoudre I'équation suivante : x2 + 4 = 0.

a) Résoudre cette équation dans R.

b) Ecrire x2 + 4 sous la forme x2 — cZ avec c un nombre complexe.

c) En utilisant une identité remarquable, factoriser x2 + 4.

d) En reconnaissant un produit nul, résoudre dans C I'équation x2 + 4 = 0.

2. On veut résoudre dans C I'équation suivante : x2 + 2x+ 10 = 0.

a) Soit fla fonction définie sur C par f(x) = x2 + 2x + 10. Déterminer la forme canonique de f.
b) Ecrire f(x) sous la forme (x + ¢)2 - d? avec c et d deux nombres complexes.

c) En utilisant une identité remarquable, factoriser f(x), puis résoudre f(x) = 0 dans C.

“» Cours & p. 20

J

N
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Cours

0 Ensemble des nombres complexes

Ensemble des nombres complexes

Il existe un ensemble, noté C, appelé ensemble des nombres complexes ayant les propriétés suivantes.
e C contient 'ensemble R des nombres réels.
o |l existe un élément de C, noté i, tel que i2=-1.

e C est muni d’une addition et d'une multiplication qui ont les mémes propriétés que I'addition
et la multiplication dans R.

T Exemples
Les nombres 3; 5 et i appartiennent a C. Les nombres 3 + i et 5i appartiennent a C.

Ecriture algébrique

Tout élément z de C s'écrit de maniére unique sous la forme a + ib avec a et b deux réels.
Cette écriture s'appelle la forme algébrique de z.

e g est la partie réelle de z. On note a = Re(2).

e b est la partie imaginaire de z. On note b = Im(z2).

CRemarque

Si a =0 (soit Re(z) =0), on a z=ib. On dit que z est imaginaire pur.
L'ensemble des nombres imaginaires purs est noté iR.

Si b =0 (soit Im(z) =0), on a z=a. Alors z est réel.

Exemples
(D Soit zle nombre complexe tel que z = 4 - 2i. Alors Re(z) = 4 et Im(z) = -2.
(2) Soit 2’ le nombre complexe tel que 2 = 3i. Alors Re(z') = 0 et Im(2) = 3. 2 est imaginaire pur.

Egalité dans C

Soit z et 2 deux nombres complexes tels que z =a +ibet 2 = a’ +ib”aveca, b, a’ et b des réels. Alors
, |a=a

2=z
b=b’

(CRemarque Ce théoréme assure l'unicité de I'écriture d'un nombre complexe sous forme algébrique.

® Démonstration
Sia=d etb=b"alorsz=a+ib=a’ +ib’=2.
Réciproquement, siz= 2, alorsa+ib=a’+ib’. Donca-a’ =i’ - b).

Supposons par I'absurde que b = b'.
a-a _
b’ -b

Ora, d’, b, b’ sont des réels, donc

Alorsona i

a,— a € R.Donci € R. Cela est absurde. Doncb=1".

Par conséquenta-a’=0,soita=a’.

Conséquences de I'égalité dans C

Soit z et 2 deux nombres complexes tels que z=a +ibetZ=a’ +ib"aveca, b, a’ et b’ des réels.
ezzFde>azd oubzb’ ez=0&a=0etb=0 e2#20&az00ub=0
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5 Déterminer la forme algébrique d’'un nombre complexe

Enoncé
Pour chaque nombre complexe ci-dessous, déterminer sa forme algébrique, sa partie réelle et sa partie imaginaire.
a)z=3i-4+2i-1 b) 2 = 3i-5i +0,5i

8 Solution B
Dz la3ie2ie5esi MB L. DECERSIRIERER e .
Donc Re(g) = -5 et Im(2) = 5.
b) 2 =3i-5i+0,5i=(3-5+0,5)i =-1,5i
Donc Re(2) = 0 et Im(g) = -1,5.

ﬂ Déterminer la forme algébrique d’'un nombre complexe,
c'est |'écrire sous la forme a + ib.
aest la partie réelle et b est la partie imaginaire.

Attention, si z=a + ib avec a et b deux réels, alors Im(2)
estégalabetnonib.

E Si zet 2 sont deux nombres complexes, alors 2+ 2’ =2’ + z.

A vous de jouer ! JlL

Pour chaque nombre complexe ci-dessous, déter- ﬂ Pour chaque nombre complexe ci-dessous, déter-
miner sa forme algébrique. miner sa partie réelle et sa partie imaginaire.
a)z=—-4+i+2-1 b)z=5+ixi-4 a)z=5i-4+i b)z=2-i?

) Exercices 37 a bl p. 28

Enoncé .
] Conseils & Méthodes [

1. Déterminer les valeurs des réels x et y tels que (-1 +2x) +i(1+)) =2 +3i. .
Re(z)=Re(z")

ﬂz=z'@{ L
Im(z)=Im(z")

2. Déterminer les valeurs des réels x et y tels que (x +y) +i(2x -y + 4) =
Etsionaz=a+ibaveca

leRp=2 et b deux réels, alors a = Re(z)

1.(=1+2x)+i(1 +}/)=2+3i<:>{1_ . ﬂ © etb=Im(2).
+ )= .
y ﬂ Résoudre ensuite le systéme de
. 7 "deux équations a deux inconnues.
: EFJ0=0+0i,donc Re(0) =
. etim(0)=0

X

e
= 2
y=2 R

Doncx=%ety=2.

__ J=
e _ y=-x
2 Gt g) i J'+4)_0‘:’{2x y+4= oﬂ {Zx (-x)+4=0 {3x+4=0<:> 4

Doncx=—iety=i.
3 3

A vous de jouer ! [V

E] Déterminer les valeurs des réels x et y tels que : n Déterminer les valeurs des réels x et y tels que:
(x+2)+ilx+y-1)=5-2i 2x+y)) +ilx+y-1)=

) Exercices 42 a bl p. 28
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9 Opérations dans C

Addition et multiplication
Soit z et 2 deux nombres complexes tels que z=a +ib et 2 =a’ +ib’ aveca, b, a’ et b’ des nombres réels.
@z+Z=(a+ad)+ib+b) (2 2x 2 =(ad’ - bb’) +i(ab’ + a’b)

® Démonstration
L'addition et la multiplication suivent les mémes régles de calculs que dans R.

LVz+Z=(a+ib)+(d +ib) (2)zxZ=(a+ib)x(a +ib)
=a+ib+a +ib' =axd +axib’ +ibxa +ibxib'
=a+d +ib+ib' =ad +iab’ +ia’b +i%bb'
=(@+a)+ib+b) =ad +iab'+ia’b-bb’ cari?=-1

=(ad’ - bb") +i(ab’ + a’b)

Pour tout nombre complexe z, il existe un unique nombre complexe 2 tel que z+ 2 =0.

2 est appelé opposé de z et on le note -z.
Si z=a+ib avec a et b deux nombres réels, alors -z = (-a) + i(-b).

T Exemple
Siz=2-7i,alors-z=-2+7i.

Soustraction

Soit z et 2 deux nombres complexes tels que z=a + ibet 2 =a’ +ib” avec a, b, a’ et b’ des nombres réels.
Alors z- 2 est défini par 2+ (-2)) etona z-2 = (a-a’) +i(b - b’).

TExemple
Siz=2+3ietzZ=-4+2jalorsz-Z=2-(-4)+(3-2)i=6+i.

DE Ul Inverse

Pour tout nombre complexe znon nul, il existe un unique nombre complexe 2’ tel que zx 2’ =1.

2 est appelé inverse de z et on le note l.
2 1 a b
Siz=a+ibaveca et b deux nombres réels et 2= 0, alors — = OB —ix o
Zz a‘+b a‘+b

Démonstration

Soit zun nombre complexe non nul tel que z=a + ib, avec a et b deux réels.

Aors 1_ 1 _ a-ib _a-ib _ a-ib _ a Cix b
z a+ib (a+ib)x(a-ib) a?-(ib)2 a?+b2 a2 +b2 a? + b2

1 2-3i  2-3i 2-3i 2 3

Siz=2+3i,alorsl—

IExemple
Z 2431 (2+430)2-3) 22-92 13 13 13

Quotient

1
Soit z et 2 deux nombres complexes tels que 2’ # 0. Alors ﬁ, est défini par z x 2
z

16
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. xn\0de
()
Calculer la somme et le pl’OdUit de deux nombres complexes

Enoncé

On considére les deux nombres complexes : z, =5 - 2i et 2, = -2 + 4.
Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants.

a)z, +32, b) 4z, ) 2, X2, d) 27
l solution [N Conseils & éthodes TN
a)Z, +2,=5-2i+(-2 +4) b) 42, = 4 x (5 - 2i) ﬂ La forme algébrique esta+ibavec -
2349 ﬂ 20 - 8i ﬂ aet b deux réels.
. ‘ : ﬂ On développe comme dans R. :
©) 27 X 2, = (5 2i) X (-2 + 4i) d) 22 = (5 - 2i) x (5 - 2i) JoPEg 3
. jc=- .
=-10 + 20i + 4i - 8i2 =25-10i - 10i + 4i2 1 ﬂ
1 2 _ b
=—10+20i+4i+8ﬂ =25-10i-10i—4 3 uz =&xz 3
=2+ 24i =21-20i e 4 eeocsecacscnssecsssecsssesssssssses o
E] Soit z,; =-2 + 3iet z, = -3 + 2i. Déterminer la forme ﬂ Déterminer la forme algébrique des nombres com-
algébrique des nombres complexes suivants. plexes suivants.
a)z, -z, b) -3z, ) 222 a)(3-1i)x(4+2i) b) (5-i)x(5+1)
) Exercices 45a 53 p. 28
yode

5 Calculer l'inverse et le quotient de nombres complexes

Enoncé

1. Ecrire le nombre complexe suivant sous forme algébrique : g =

algébrique, multiplier le numérateur et
le dénominateur par 5 +1i.

u(a—b)(a+b)=az—b2

Sz = & zZ= i
25+1 26 13 13

Donc S = —l+ii .
13 13

A vous de jouer ! Jl.

2. Résoudre dans C I'équation suivante : (5 - i) X 2- i =i. On donnera la ou les solution(s) sous forme algébrique.
m L Conseils & Méthodes |

g g 4 $
1.l=l= -2 - -2 -2 ——li ﬂ Siz=a+ib, pour écrire l'inverse de z $
z, 20 2ix(-2i) 424 2 : " sous forme algébrique, il faut multiplierle
2.5-i)xz-izie(5-i)xz=2i @z_i : numérateur et le dénominateur par a—ib.
> ﬂ Pour résoudre I'équation, chercher
2| X (5 +1) 10| +2i2 . " “aisoler I'inconnue (2).
—i)(5+1i) ﬂ 25— i2 1 Le dénominateur est 5 - i. Pour écrire
_ 101 -2 -2 +10i 4 le nombre complexe sous forme
: ]

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes n Résoudre dans C les équations suivantes. On don-
suivants. nera la solution sous forme algébrique.

1 1 a)(1-i)z=1+i b) (5+3i)z-2=i
a)z1=ﬁ b) z, =- ) (1-1) ) ( )

) Exercices 54 a 61 p. 29

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polyndémes
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e Conjugué d'un nombre complexe

Conjugué d’un nombre complexe

Soit zun nombre complexe tel que z=a + ib, avec a et b deux nombres réels.

Alors le conjugué de z, noté z, est le nombre complexe défini par 2 = a - ib.
¢ Exemple Le conjuguédez=3+15iestz =3-1,5i

Propriétés du conjugué

Pour tout nombre complexe z,ona:
@ z+z =2Re(z) @2ERez=% ®B®z=z
®@z-z =2ilm(z) Wz2EIR=z=-7z

@ Démonstration

Soit z=a +ib avec a et b deux réels.

(1) z+z=a+ib+a-ib=2a=2Re(z)
(2)z-zZ=a+ib-(a-ib)=a+ib-a+ib=2ib=2ilm(2)
3zER®IMEZ)=02im(iz)=0=2-2=02=2
() zE€IR©Re(z2)=0=2Re(2)=02+2=02=-%
(5)Z=a-ib.Doncz=a+ib=z

Opérations avec les conjugués

Pour tous nombres complexes zet 2, ona:

@ -z=-% @ z+2=2+% ® zxz’ =zxz
. . 1 1 . PANE A
(&) pour tout entier naturel n, ®sSiz#0,|—|=— ®Siz#0, | —|==
= _ z) Z z) Z
ZN =(Z)"

Soitz=a+ibetz =a +ib"aveca, b,a’ et b’ des réels. Démonstration
lienmini.fr/maths-e01-04

® Démonstration Eet
i

(z)D'unepart, z+ 2 =a+a’+ilb+b"),doncz + 2'=a+d -ib+0b").
Dautrepart,Z +z" =a-ib+d -ib’=a+d —ib+b).

Doncz+z =Z +%.

(3)D'une part, zx 2’ = (aa’ - bb’) +i(ab” + a’b), donc z x 2’ = (ad - bb') - i(ab’ + a'b).
D’autre part, 2 X 2’ =(a-ib)@ -ib))=ad —iab’ -ia’b+i2bb’ =ad’ - bb’ —i(ab’ +a'b).

Doncz Xz’ =Z x 7.

(&) Pour tout n € N, on considere la propriété P(n) : « z_” =(z)".

Initialisation : pourn=0, z° = T=1 et (Z)° = 1. Donc 2 = (%)%, Donc la propriété est vraie pour n = 0.
Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, cC'est-a-dire 2 = (z)".

Montrons que P(n + 1) est vraie, C'est-a-dire z™1 = (z)"*1.

2" = 2N x z2=2"xZ =(Z)" x Z =(2)"". Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : on conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie. Donc pour toutn €N, 2" =(z)".
1

1 1T = _ 1 A
(5)Siz#0,z2x—=1doncz x—=1.Donc z x(—]=1,50|t (—)=:.
z z z z

Z
z’ , 1 — T — 1
Siz#0,|—| =|zg X—|=2 X|—|=2 X==
@ ' (Z) ( Z) (Z] zZ

J

N||N

18
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Ea Déterminer et utiliser le conjugué d'un nombre complexe

Enoncé
_ Conseils & Méthodes
1.Pourtoutz€C,onposeZ1=z-z. s e b

a) Déterminer le conjugué de Z, en fonction de zet z. ﬂ z+2 =Z+2 et-z=-%

b) Z; est-il un nombre réel, imaginaire pur ou aucun des deux ? Doncz-2z =z+(2)=% -2

ﬂ?zz

ﬂ Soit zun nombre complexe.
Pour montrer que z est un nombre
réel, on peut montrer que z = z.

2. Reprendre les questions précédentes avec Z, =z X 2.

b) Z,=--(z-2)=-Z ﬂ Donc Z, est un nombre imaginaire pur. Pour montrer que z est un nombre

2.a) Z_2=z><2 —zxz[M-zZxz imaginaire pur on peut montrer
- _ _ , uez=-zo0UzZ =-2.

b) Z, =% X z=2XZz =Z,.Donc Z, est un nombre réel. q

— _ =
ﬂzxz =Z Xz

A vous de jouer ! Jl.
@ Montrer que pour tout nombre complexe z non nul, m Montrer que pour tout nombre complexe z non nul,
1T 1
— — — est un nombre imaginaire pur. l + l est un nombre réel.
zZ 3z z 3z
) Exercices 62 a 69 p. 29
2node

Eﬂ Résoudre une équation faisant intervenir et =

Enoncé
Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera les solutions sous forme algébrique.
a)-z=5-i b) 2z+z =3-2i

il Solution | e Conseils & Méthodes _ ERNINNNNNS

a)-Z=5-icZ=-5+i ﬂ<:>§=—5+i a@z:—S—i
Donc S ={-5-i}.
b) 2z +Z =3-2i ﬂ

Isoler I'inconnue.

ﬂ Pour obtenir z dans le membre de gauche
de l'égalité, on prend le conjugué de chaque

Posons z = a+ ib avec a et b deux réels. membre. En effet, z = 2.

2z+Z=3-2i2a+ib)+(a—ib)=3-2i ﬂ Dans cette équat.ic.m, on reErouve ?et z.0nne
) ) ) ¢ " "peut donc pas utiliser la méme méthode que la
©2a+2ib+a-ib=3-2i : question a) et isoler Iinconnue.

& 3a+ib=3-2i Siz=a+ib,alorszZ =a—-ib.

1

3a=3 a=
@{bhz E‘:{bbz

, {Re(z) =Re(2")
E z=2" & e
Im(z)=Im(z")

Donc S = {1 - 2i}. . s
Résoudre dans C les équations suivantes. On don- Résoudre dans C les équations suivantes.
nera les solutions sous forme algébrique. On donnera les solutions sous forme algébrique.
a)2z =4+i b)-3Z=-2-i a)z-3Z=6-2i b) -z +4z =5-7i

) Exercices 70 a 73 p. 29
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° Formule du bindme et équations du second degre

Formule du bindme de Newton

1 (n
Soit a et b deux nombres complexes. Pour tout entier natureln,ona (a+ b)" = 2 [ ]a"b""‘.
k=0

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : « (a + b)" z Démonstration LT
— lienminifr/maths-e01-05  [m]

® Démonstration z
n OVIDEO ] ]
[ ] kbn—k o

0
Initialisation : pourn=0, (a+b)°=1et Z( J kpO-k = (OJaObO =1.Donc la propriété est vraie pour n=0.
2 (n
Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c'est-a-dire (a + b)" = 2 (k]akb”‘k.

k=0

n+1 n+
Montrons que P(n + 1) est vraie, Cest-a-dire (a + b)"*1= . akpn+i-k,
k=0

(@+b)™ =(a+b)"x (a+b)= [2 makbn-k] x@+b)=ax Y (:]akb”‘k +bx Y [:]akb”‘k

k=0 k=0 k=0
n

_ zn“[n]akﬂbn—k + 2 n]akbn—kﬂ
k=0 k k=0 k

n in
— antipn-n 4 ak+lpn-k 4 0pn-0+1 4 kpn—k+1
oo oo 2li)
n( n n n n
=gt + kpn-k+1 4 pn+1 4 kpn-k+1— gn+1 L pn+l 4 + kpn—k+1
e B (Joorsrameam 1 {1 )

k=1

T(n+1
=g+ pntl 4 2( p ]a"b”"‘+1 (d"aprés la relation de Pascal)
k=1

n+1 n+1 N+ 410 41
=( Ja””bo +[ o jaob’”r1 + Z[ P ]akb””‘k = Z( . Jakb””‘k. Donc P(n+ 1) est vraie.
k=1

n+1 s

" (n
Conclusion : on conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie. Donc pour toutn €N, (a + b)" = z (kJakb”‘k.
k=0

Résolution d’une équation de la forme 2?2 =a

On considére I'équation 22 = a avec a un réel.
Sia > 0, alors I'équation admet deux solutions réelles : Ja et-a.
Sia <0, alors I'équation admet deux solutions complexes : iJ a| et —iJ a| .

Résolution dans C d’une équation du second degré a coefficients réels

On considére I'équation az? + bz + c= 0, avec a, b et c trois réels.
Soit A = b2 - 4ac le discriminant de cette équation.

-b-vA _-b+yA
2a

* Si A> 0, alors I'équation admet deux solutions réelles distinctes : z; = T etz, =
a
] . . L -b
* Si A=0, alors Iéquation admet une unique solution réelle: z, = —
-b-if-A -b+iy-A
——etz=——.
2a

* Si A <0, alors I'¢quation admet deux solutions complexes conjuguées: z, = B
a

*SiA # 0, alors az? + bz + c=a(z - z,)(z - z,).
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@&mk
2@ Utiliser la formule du bindme de Newton

1. En utilisant la formule du bindme de Newton, déterminer la forme algébrique de (1 + i)%.
2. Soit a € R. Pour quelle(s) valeur(s) de a le nombre complexe z = (a + i) est-il un nombre imaginaire pur ?

B Solution | Conseils & Méthodes [N
3 4 kin—k
1.(1+i)* = 1%~
(T+1) Z(‘)(kj i ﬂ

4 4 4 4 4
=| Ot ] B | 122+ Bl +| 140
0 1 2 3 4

=IXTXT+4XTXED+6XTX (=D +4XTXi+1X1x1 ﬂ
=1-4i-6+4i+1=-4

3
2.z2=(a+i) = Zé(i}aki”‘k ﬂ = [3]009 + G]cﬂiz + @]azﬂ + (z)a3i°

=Tx1Ix(-)+3xax(-1)+3xa?xi+1xa?x1 ﬂ

=(-3a+a3)+i(-1+3a2)

ﬂAppquuer la formule du bindbme
de Newtonaveca=1etb=i.

R0 ()

k)" kix(n-k)
Doncid=ixi=-ieti*=i2xi2=1.

CEti2=-1.

ﬂAppquuer la formule du bindbme
de Newton avecaet b =i.

z est un nombre imaginaire pur
si et seulement si Re(z) = 0.

Zestimaginairepur<:>—3a+a3=0 u@C’X(—3+02)=0 ®ecscccsceccscccssscsscccssscsssccscscns .
<:>a=00u—3+02=0<:a=00u02=3<:>a=00ua=—\/§oua=\/§
Donc z est un nombre imaginaire pur si, et seulementsia=0oua=-+/3oua= \/5
En utilisant la formule du binbme de Newton, déter- Soitz € C tel quez=(a- i)3’ avec g € R. Déterminer
miner la forme algébrique de (1 -i)°. la(les) valeur(s) de a pour lesquels z est un nombre réel,

) Exercices 74 a 78 p. 30

sode

2 Résoudre des equations du second degré dans C

Enoncé

Résoudre dans R puis dans C les équations suivantes. a)z2+10=0 b) 22-4z+5=0

ST s Conseils & Méthodes _[RINNINNS

a)z2+10=0<22=-10.Dans R, S = .
Dans C, S={—i\/ﬁ;i\/ﬁ}. ﬂ

b)A=b2—4ac=(-4)2-4x1x5=-4<0 ﬂ

On a une équation de la forme z2 = a aveca < 0.
Donc les solutions dans C sont —i\/|a| eti/|al.

ﬂOn a une équation du second degré a coefficients
réels.Icia=1;b=-4etc=5.0n commence

Dans R, S = &. Dans C, 2, =M=2—i par calculer A,
2x1 ﬂA < 0, donc I'équation admet deux solutions
. . -b-iy-A -b+if-A
—(=4)+i complexes conjuguées : et .
etz2=M=2+i.ﬂDoncdansC,S:{Z—i;ZH}. P Jug 2a 2a
2 X1 ® 0 00000000000000000000000000000000000000000000000 0 )
Résoudre dans R, puis dans C les équations suivantes. BT Résoudre dans R, puis dans C les équations suivantes.
a)z2-5=0 b)z>+5=0 c)z-=-9 a)4z2-20z+25=0 b)2z2-4z+4=0

) Exercices 79 a 82 p. 30
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e Factorisation et racines d'un polynéme

Polynéme de degré n a coefficients réels et racine
¢ Soit n € N. Un polynéme P de degré n a coefficients réels est une expression s'‘écrivant sous la forme :
P(z)=c,z" + cn_1z"‘1 +...+ c2z2 +¢,2+ ¢y avec ¢y, ¢;, €y, .-+, €, 4, €, des réels tels que ¢, # 0.

e g est une racine de P si et seulement si P(a) = 0.

Factorisationde 2" -a" parz-a

Soit n un nombre entier naturel non nul. Soit a un nombre complexe.

Pour tout nombre complexe z, on a: 2" - a" = (2 - a) X Q(2) avec Q un polynéme de degré au plusn-1.

¢ Démonstration

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : Démonstration
lienminifr/maths-e01-06  [i

«2"-a"=(z-a)x Q(z) avec Q un polynébme de degré au plusn—1.».
Initialisation:pourn=1,z'-a' =z-a=(z-a) x Q(z), avec Q(z) = 1.

Q est un polyndme de degré 0. Donc la propriété est vraie pourn=1.

Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie, c'est-a-dire :

«z™1 - g™ = (z-a) x R(z) avec R un polynéme de degré au plus n.».

2 g™ = zx 2" - a™ = zx [a" + (z- a) X Q(z)] - a™*" avec Q un polynéme de degré au plus n - 1
=zxad"+2z-a)xQ@)-a™=a"(z-a)+ 2(z-a) X Qz) = (z-a) X [a" + 2x Q(2)]
=(z-a) X R(z) en posantR(z) = a" + zx Q(2).

Qest un polynéme de degré au plus n—1, donc R est un polyndme de degré au plus n.

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : on conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie.

Factorisation d’un polynéme par z-a
Soit P un polynéme de degré n et a un nombre complexe tel que P(a) = 0.

Alors pour tout nombre complexe z: P(2) = (2- a) X Q(2) avec Q un polynéme de degré au plusn-1.

® Démonstration © VIDEO

Soit Pun polynéme tel que P(z) = ¢, 2"+ ¢, ;2™ +... + ¢z + Cor Démonstration T
lienminifr/maths-e01-06  [a] sAyichd

P(2) = P(2) - P(a) car P(a) = 0.

Ple)=c,2"+¢, 12"+ ...+ 22+ 2+ - (C,a" + ¢, a" + ...+ A%+ A+ ).

Pl2)=c,(g"-a" +c, (2" -a" ) +... + (&2 - a%) + ¢, (z-q)

P(z)=c,(z-a)Q,(2) +¢,_; (z-a)Q,_4(2) + ... + ¢;(z- a)Q,(3) + ¢,(z - a) d'apres la propriété précédente, avec

Q, ..., Q, des polynébmes de degré au plusn - 1.

P(2) = (z-a)lc,Q,(2) + ¢, 1Q,4(2) + ... + ,Q,(2) + ;] = (z ~a)Q(2)
en posant Q(z) = ¢,Q,(2) + ¢, ,Q,_(2) + ... + ¢,Q,(2) + ¢;. Q est un polyndéme de degré au plus n - 1.

Nombre de racines d'un polynéme

Un polynéme non nul de degré n admet au plus n racines.

? Démonstration = Apprendre a démontrer p. 26 ElEEqE
E]%-

Démonstration
lienmini.fr/maths-e01-07

Nombre de solutions d'une équation polynomiale

Le nombre de solutions d’une équation polynomiale est inférieur ou égal a son degré.
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| O Exos 4 Les rendez-vous
Méthodes =
lienmini.fr/maths-e01-03 S esa math

2node
En Factoriser un polynome de la forme 3" - a"

Enoncé

Factoriser 23 - i3 par (z - i).

LETT SR Conseils & Méthodes RSN

22 -3 =(z-i)(az? +bz+0) 2" - a" = (z - a) x Q(z) avec Q un polynéme

Or (z-i)az? + bz + ¢) = az® + bz + cz—iaz? - ibz - ic ﬂ de degréauplusn-1=2carn=3.
Développer l'expression, puis identifier les
coefficients.

=az’ + (b-ia)z2 + (c-ib)z - ic

a = ] a =1 a = 1 a =1 ® 00 00000000000000000000000000000000000000000 0 L
b-ia=0 b=ia b=i b=i
Par identification : ) o =S _] =) ' Doncz?-#= (z-i)Z?+iz-1).
c-ib=0 c=ib a=ixi c=-1
—ic=-i3 c=i? c=-1 c=-1
Factoriser 23 - 23 par (z - 2). | Factoriser 23 - (3i)3 par (z - 3i).

) Exercices 83 a 88 p. 30
Sode
5 Reésoudre une équation de degre 3 a coefficients reels

Enoncé
On consideére I'équation 23 - 222 + z-2=0.
1. Vérifier que 2 est une solution de I'équation.
2. Déterminer toutes les solutions de I'équation dans C.

_m .......... Conseils & Méthodes [N

3 2 _ . Nz . -
1.2°-2x2%+2-2=0.Donc 2 est une solution de I'équation. ﬂPour résoudre une équation de degré 3 dont

on connait déja une solution, factoriser afin

2.3 —22? + z— 2 est un polyndme de degré 3. ﬂ
de se ramener a un produit nul.

Pourtout z € C, 23 - 222+ z-2 = (2-2)(az? + bz + 0 ﬂ
(z-2)az? + bz +c)=az’ + bz? + cz-2az2 - 2bz - 2¢ ﬂ
=az? + (b - 20)z%+(c - 2b)z - 2¢

23 -22% + z- 2 un polynédme de degré 3 et 2
est une racine. D'aprés la propriété du cours,
onaz®-2z2+z-2=(z-2)xQ(z) avec Q

a=1 a=1 a=1 un polynéme de degré au plus 2 soit
o |pb-2a=-2 b=-2+2a b=0 Qz)=az>+bz+c.
Par identification : = = , . . .
c-2b=1 c=1+2b c=1 ﬂ Développer l'expression, puis identifier les
== = e=1 coefficients.
Doncz3-222+2-2=0& (z=2)(Z2+1)=0 Un produit est nul si, et seulement si, au
> moins un de ses facteurs est nul.
o z-2=00uz +1=0 o
5 On a une équation de la forme z2 = a avec
©z=2ouzt=-1 E a < 0.Donc les solutions sont —i,/|a] eti/|al.
@z=2o0uz=-iouz=iDoncS={2;~i;ik < ... J
On considére l'équation 23 + 322 + z+ 3 =0. I on considere I'équation 23 - 622+ 112-6=0.
1. Vérifier que -3 est une solution de I'équation. 1. Vérifier que 1 est une solution de I'équation.
2. Déterminer toutes les solutions complexes de I'équation. 2. Déterminer toutes les solutions complexes de 'équation.

) Exercices 89 a 92 p. 30
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m Les rendez-vous

Méthodes —_—

lienmini.fr/maths-e01-03 S esdrmna th
yode

5 Résolution d’'équations dans C “3 Cours & p. 20 et Cours 5 p. 22

Enoncé
Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera les solutions sous forme algébrique.
a)5-2i+2iz=3z+4 b)z2+1=z
<) z=2xiz+5i-2 d)z*-16=0
ST RO Conseils & Méthodes  SRRSNINS
2)5-2i+2iz=3z+462z-3z=4-5+2 | ] ’
S (-3 +2i)z=-1+2i

On a plusieurs méthodes pour résoudre
une équation.

& Z=—-——i uOn peut chercher a factoriser pour se
13 13 R -
7 4 ° 7 “ramener a un produit nul. .
Donc S =4— - —i;. Seecccssssssscccsssssseccsssssssecssssssssee .
13 13
b)z?+1=zg<22-2+1=0 ﬂ
A=(-1)2-4x1x1=-3.A <0, donc|'équation admet deux solutions complexes conjuguées.

. _—(—1)—i\/§=l_£ietzz=—(—1)+i\/§=l+£i.DoncS={l_£.;l ﬁ.}.
2 2x1 2 2 2 2 2
¢) Posons z = a + ib avec a et b deux réels. ﬂOnaalors iz=ia+i2b=-b +ia. Donc iz =-b - ia
Z=2Xiz+5i-2 e a+ib=2(-b-ia) +5i-2
< a+ib=-2b-i2a+5i-2
Sa+ib=-2b-2+ix(5-2a)
a=-2b-2
‘:’{b=5—2a
a=-2(5-2a)-2
‘:’{b=5-2a
{a=—10+4a—2

o , _—1+2i ﬂOn peut chercher a isoler Iinconnue

z= —3+2i : " “lorsque cela est possible.

PN (-1+2i)(-3 - 2i) - A Lorsqu'on a une équation du second degré,

T (23420 (=3=2i : 7 "on calcule le discriminant et on utilise les .

(=3 +2i)(-3-2i) P o b

o e AR 5 ormules du cours. .

e e SRAI=EI=AT : N o 3

(=3)2 — (2i)2 : ﬂOn peut utiliser la forme algébrique et :

3+2i—6i+4 .~ "poser z=a+ibavecaetbdeux réels,

& Zz=—— . puis identifier les parties réelles et les 3
9+4 1

; ;' E parties imaginaires.

“b=5-2a
-3a=-12 a=4
‘:’{b=5—2a @{b=—3
Donc S = {4 - 3i}.
d)-16=0=(22-4)(z2+4)=0
&22-4=00uz?+4=0

o zZ2=40uz’=-4
DoncS={-2;2;2i;-2i}.

A vous de jouer ! [V

En utilisant la méthode de son choix, résoudre les m En utilisant la méthode de son choix, résoudre les
équations suivantes. 2 équations suivantes.
a)3z-4=iz+5i-1 b)Z=—;+1 a)z=4xXz+4-2i b) (z+i)x 22+ (z+i)x5=0

) Exercices 107 a 125 p. 32
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Méthodes
lienmini.fr/maths-e01-03

Les rendez-vous
Sesamath

Sode

2

Etudier une suite de nombres complexes

Enoncé

On considére la suite (z,) définie par z, = 0 et pour toutn €N, z,

1. Déterminer la forme algébrique de z, et z,.

=

= Cours 1 p.14 et Cours 2 p. 16

=Xz, +2.

2. 0On considére le nombre complexe z, = 1 + i et la suite (u,) définie pour tout n € N par u, = z, - 2,.

a) Montrer que pour toutn € N, u, , =ixu,.

b) Montrer que pour tout n € N, u, = (-1-1i) xi" a l'aide d’'un raisonnement par récurrence.

<) En déduire I'expression de z, en fonction de n.
d) Déterminer la forme algébrique de z, .

il solution

1.2y=ix2+2=ix0+2=2

Zy=iXZ +2=1x2+2=2+2i

2.a)Pourtoutn ENu, ;=2 -3, ﬂ
=ixz, +2-(1+i)
=ixz +2-1-i
=ixz +1-i

Oru,=z -zydoncz =u +z,=u +1+i ﬂ

Doncu, ,=iX(u,+1+i)+1-i

=i><un+i+i2+1—i

i 2
=ixu caric=-1

® eevcsccsccoe conseils & MéthOdes llllllllllll

Onaz, ,=ixz,+2. Remplacer n par la valeur

que l'on veut.lcin=0, puisn=1.

Pourtoutn € N, u, =z, - z,.
On peut donc remplacer n par lI'entier naturel

que l'on veut. Ici on choisit n + 1.

On exprime z, en fonction de u, puis
on remplace dans l'expressionde u,, ;.

Le résultat ressemble a celui des suites
géométriques. Mais nous ne I'avons pas
démontré avec les nombres complexes. Nous
allons donc le démontrer par récurrence.

Eamxn = (a™",

b) Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : « u, = (=1 —1i) xi" ». H

Initialisation : pour n =0, uy=2,-2,=0-(1+i)=-T-iet(-1-i)xi%=-1-1i.

Donc uy = (-1 -i) x i° donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau,,,;=ixu,

=ix(-1-i)xi" d'apres |I'hypothése de récurrence.

=(=1-i)xim

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : on conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie, c'est-a-dire u, = (-1 -1i) X i".

) Pourtoutn EN,u, =z -2z,.Doncz, =u, +z, Doncz =(-1-i)xi"+1+i.
d) 2,00 = (-1-1)xi1%+ (1 +i). Ori2=-1.Donci'% = (230 = (-1)*0 = 1. aDonczmo= (-1=i)xT+1+i=0.

A vous de jouer ! |l

@ On considere la suite (z,) définie par z, =0 et pour
toutn €N,z , =ixz, +2i

1. Déterminer la forme algébrique de z, et z,.

2.0n considére le nombre complexe z, = -1 +i et la suite
(u,,) définie pour toutn € N paru, =z, - z,.

a) Montrer que pour toutn € N, Uy =iXup.

b) Montrer que pour toutn € N, u, = (1 -1i) xi",

¢) En déduire l'expression de z, en fonction de n.

d) Déterminer la forme algébrique de z,.

m On considere la suite (z,) définie par z, = i et pour

1
toutneN, z, ,=1-—.
Zn
1. Déterminer la forme algébrique de z, , z, et z.

2. Démontrer par récurrence que pour toutn €N, z; = z.
3. En déduire la valeur de z,.

) Exercices 126 a 129 p. 33

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polyndémes
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Exercices (apprendre a démontrer ol

IEY LT EEL T DL Nombre de racines d'un polynome @ L J E N

Pes inalhie
Un polyndme non nul de degré n admet au plus n racines. |

© On utilisera un raisonnement par récurrence. On admettra que si a est une racine d'un polynéme Q
de degré n, alors Q(z) = (z— a) X R(z) avec R un polynéme de degré au plus n- 1.

» Comprendre avant de rédiger

Testons la propriété pour n = 2. Un polyndme de degré 2 est un polynéme de la forme Q(z) = az? + bz + ¢, avec q,
b et c trois réels, tels que a # 0. Selon le signe de A = b? - 4ac, Q admet deux racines réelles (si A > 0), une racine
réelle (si A = 0) ou deux racines complexes conjuguées (si A < 0). Donc Q admet au plus deux racines.

» Rédiger

Etape @ La démonstration rédigée

On identifie la propriété a démontrer par récurrence. ﬁ Pour tout n € N, on considére la propriété
P(n) : « Un polynéme non nul de degré n
Etape @ admet au plus n racines. »

Pour l'initialisation, on montre que P(0) est vraie.
ﬁ Initialisation : pour n = 0, Un polynéme de degré

Une fonction polynéme de degré n est une fonction R R
nul est un polynéme constant. Un polynéme

delaforme Q@) =c,2"+¢, 12"+ ..+ ;22 + 1z + ¢,
avec Cg, €1, Cor +e0r € ¢, des réels tels que ¢, # 0.

1 Cnqr
Etape @

Pour I'hérédité, on considere un entier naturel n et on )

suppose que P(n) est vraie. Il faut alors démontrer que
P(n + 1) est vraie. « Un polynéme non nul de degré n + 1 admet au

plus n + 1 racines. »

constant non nul n’admet aucune racine. Donc
la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie
et montrons que P(n + 1) est vraie, c'est-a-dire :

Etape @

On fait une disjonction de cas :

soit Q n'admet aucune racine, 01123 ;

soit il admet une racine. 7 LGE oot Si Q admet une racine a, alors Q(2) = (z— a) X R(2)
ou n racines N ,

Si a est une racine de Q, alors avec R un polynéme de degré au plus n.

on factorise Q par z - a.

Au plus n racines Soit Q un polynéme de degré n + 1.

signifie ) Si Q n'admet aucune racine, alors P(n + 1) est vraie.

Etape @ 3y bracnede Qe (b-a)xR(b)=0
b est une racine de Q si, et seulement si, Q(b) = 0. e b-a=00uRb)=0
On reconnait un produit nul, puis on utilise I'hypothése e b=aouR(pb)=0

de récurrence. )
Or R admet au plus n racines. Donc Q admet au plus

RIS L ETS n + 1 racines. Donc P(n + 1) est vraie.

. Conclusion : on conclut que pour toutn € N,
Etape @ a P(n) est vraie, c'est-a-dire un polynéme non nul
On conclut pour tout entier naturel n de degré n admet au plus n racines.

P Pour s’entrainer

Soit (z,) la suite définie par z; =1 +ietpourtoutn €N, 2, = Z

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, z,, = z,.
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© DIAPORAMA R
Calculs et automatismes i i
lienmini.fr/maths-e01-08 & i

Exercices

calculs et automatismes

EX partie réelle, partie imaginaire
Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
1.Siz, =2, alors:

[a] Re(z,)=2 [B] Im(z;) =2
(€] Re(z;) =0 [d] Im(z,)=0
2.Siz,=5i,alors:

[a] Re(z,) =5 [b] Im(z,) =5
(€] Re(z,) =0 [d] Im(z,) = 5i
3.Siz;=3-7i,alors:

[a] Re(zy) =3 [B] Im(z;) =7
L] Im(z5) =-7 [d] Im(z5) =-7i
4, Si z4=1+\/§—i,alors:

[a] Re(z,) =1 [b] Im(z,) =-1

[c] Re(z,)=1++2 [d] Im(z,)=+2 -i

EZ3 Réel ou imaginaire pur
Les affirmations suivantes sont-elles vraies F
ou fausses ?

a) z; =1 + 2i est un nombre imaginaire pur.

b) z, = \/5 est un nombre réel.

1. . Lo
Q) z3= L est un nombre imaginaire pur.

oo oo
I [ I I B

d) z,=2+i-2n'"estniun nombre réel,
ni un nombre imaginaire pur.

Forme algébrique (somme)

Déterminer la forme algébrique des nombres complexes
suivants.

a)z, =i+i-1 b)z,=4-(1-1i)
Az, =(1+30)+@2-0) d) z4=2J;4i

EX3 Forme algébrique (produit)

Déterminer la forme algébrique des nombres complexes
suivants.

a) z, =i(1 +1i)

€) z;=(1+i)(1-1)

b) z,= (1 +i2
d)z,=(1-1)?

EX] Inverse d’un complexe

Méthode. Comment faire pour déterminer la forme
algébrique de l'inverse d'un complexe ?

El) Forme algébrique (inverse)
Déterminer la forme algébrique des nombres complexes
suivants.

1
b)Zz =?

1
a)z1=7
| +1

Conjugué (1)

On consideére le nombre complexe z =4 + 5i.
Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

1. La forme algébrique de z est :

[a] 4+5i [b] 4-s5i [c] -4 +5i
2.z2+7z estégala:

[a] 4 [b] 8 [l 10 [d] 10i
3.z-Zz estégala:

[a] 8 [b] -10i [c] 10 [d] 10i
4.zx z estégal a:

[al o9 [b] -9 [c] 2 [d] -1

[d] -4 - 5i

EX Conjugué (2)

Les affirmations suivantes sont-elles vraies V/
ou fausses ?

|

a)Siz+ z =0 alors zest réel.

OO0

O
b) Si z -z =0 alors z est réel. O
O

c) Pour tout nombre complexe z, z X Z est
réel.

EE) Equations de la forme x2=a

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
1. Dans C, les solutions de léquation z2 = 16 sont:

[a] S={-8;8} [(b] S={-4;4
[c] S={-16;16} [d] S=1{-4i;4i}
2.Dans C, les solutions de I'équation z? = -16 sont :
[al S=1{-8;8} (bl s={-4;4}
[cls=0 [d] s=1{-4i;4i}

Calcul d’un discriminant

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
On considére I'équation 22 + 4z + 2 = 0. Le discriminant A

estégala:
[al A=8 [b] A=-4
[c]A=12 [d] A=-24

ES Equations du second degré

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
Dans C, les solutions de I'équation x2 - x+ 1=0sont:

1-J3  1+43 “1-J3  -1+43
— " et t
&l 2 ST [b] 2 T2
& —-1-i3 et-1+iJ§ @1—1\/3 et1+iJ§
2 2 2 2
m Factorisation

Méthode. Comment faire pour factoriser un polynéme de
degré 3 lorsque I'on connait une racine ?

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes 27
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d'application

Déterminer et utiliser T
la forme algébrique BBy s

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de
chaque nombre ci-dessous.
a)z,=5-2i

b) z, =iV3
c)z3=4+ﬁ
d)z,=2i-3

m Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de
chaque nombre ci-dessous.
a)z,=-i+2

b) z, =1+ \/5 +i

€) zy= \/5 +6

d)z,=e?xi

m Déterminer si les nombres suivants sont des nombres

réels, des nombres imaginaires purs ou des nombres com-
plexes quelconques.

|
a)z,=—
) z, >
b)z,=2+i-4-i
C)Z3=3+\/§
4 - 2i

d) 2=

1. Donner la valeur dei?;i3;i4 en fonction dei.
2. Déterminer la valeur de i°0.
3. Déterminer la valeur de j2 900,

Ecrire les nombres complexes suivants sous forme

algébrique.
a)z =10t
o3

b)z,=2+i+i-1

Déterminer les valeurs des réels x et y tels que :
(1+2x) +i(1-2y) =5 +4i.

Déterminer les valeurs des réels x et y tels que:
(—2+3x)+i@y+4)=2.

1. Déterminer les valeurs des réels x et y tels que :
(1+3x)+i2-yp =0.
2. Déterminer les valeurs des réels x et y tels que :
Bx+y-5)+ilx-y+7)=0.
3. Déterminer les valeurs des réels x et y tels que :
(x+9) +i2x-3)) =2 +1i.

Calculer la somme

et le produit de deux o
“Ed p.17

.................................................

Calculer les sommes suivantes et donner le résultat
sous forme algébrique.

a) (2 -4i) + (2-3i) b) (1-5i)+ (2 +1)

d) (2+%i]+(_3+§ij

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire des
nombres complexes suivants.

a)z1=(1+%i)+(5—i) b) 2, = (4 + 5i) - (3 + 2i)

sarli (03] o (i

Calculer les produits suivants et donner le résultat
sous forme algébrique.
a) 3(2 + 4i)
c)—i(3-2i)

c) 3+3i)+(1-i)

b)i(3 +1)
d) (1 +i)(3 - 2i)

Calculer les produits suivants et donner le résultat
sous forme algébrique.

a) (2 +i) x (1+iy/3)

ofofoet

Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.
a)z, =(2+i)?
€)z;=(2+i)(2-1)

b)z,=(2-i?
d)z,=(2+i)i-2)

m Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire des
nombres complexes suivants.

a) (2i-3)(3 - 2i) b)i(3 +1i)

c) (2+i)(1-2i)+1-5i d) (1+0)(1-i)(2 - 30)
Soit a et b deux réels.

Déterminer la forme algébrique de :

a) (a +ib)? b) (a - ib)?

c) (a+ib)(a-ib) d) (a +ib)(2a - ib)

E En posant z=a + ib, avec a et b deux réels, résoudre
les équations suivantes.

a)zXi=3+i
b)zx(1+i)=7+3i

E En posant z=a +ib, avec a et b deux réels, résoudre
les équations suivantes.

a)d+i)xz=i
b) (i-2)xz=3



d'application

Calculer l'inverse et le quotient .,
de nombres complexes @, 1
Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.

1 1

Aa=y R
1 1

— d)z4=.—
5-2i 2i-5

<z, =
E Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire des
nombres complexes suivants.

1 1

= — b -
a3 - )%= a7
C) z,= ! d)z -1
%7 0-3i V24

m Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.

5 1-i
a =— b) z, =
)% 2i )%=
T+i 3+2i
C) 2z, = d)z, =
)23 5-2j )24 2i-5

Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.

7 7-2i
a) z,=— b)z,=——
)5 i )2, 3+4i
0 Zs:M d)z4=|.+—2

1-iV2 i-3

m On considere les deux nombres complexes z, = 15 - 8i
et z, = 23 + 14i. Déterminer la forme algébrique des com-
plexes suivants.

2 2 25 2

m Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire des
nombres complexes suivants.

(2+3i)(33 +2i)
Az =———
(2+3i)+(3+2i)
(2+3i)(3+2i)
) 2, =

(2+3i)-(3+2i)

m Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera
les solutions sous forme algébrique.

a) (3-5i)z=1

b) (-2i)z=1

Résoudre dans C les équations suivantes . On donnera
les solutions sous forme algébrique.

a)iz=1-i

b) (2 +i)z=1+3i

Déterminer et utiliser le conjugué

&ode  n0de

B Ap.19

................................................

Déterminer les conjugués des nombres complexes
suivants.
a)9+i b) 13 - 24i

3-i7
7

m Déterminer les conjugués des nombres complexes
suivants.

a)ﬁ+in

c)i+2
3

c)5i-2 d)

b) 3+ 5i ++/2
d)-iv2

Soit zun nombre complexe. Déterminer les conjugués
des nombres complexes suivants en fonction de z.

a) 3z b)z+5-i c) 2% +2z
a2t e)iz+2 fl-2
3 z+1

m Soit zun nombre complexe. Déterminer les conjugués
des nombres complexes suivants en fonction de zet z.

a)2z-% b)z+; c) 22 +z2
z

d) iz e)z+iz f)-2z

m Démontrer que pour tous nombres
complexeszetz,zxz =z xz’.

1. Démontrer qu'un nombre complexe z est imaginaire
pur si et seulement siz = -z.

2. Démontrer qu'un nombre complexe zest réel si, et seule-
mentsi, 2 = 2.

m Soit zun nombre complexe. Déterminer siles nombres
suivants sont des nombres réels, des nombres imaginaires
purs ou des nombres complexes quelconques.

a)z2+ 32 b) 22 -2z2
Démo
m Montrer que pour tout nombre complexe z

zZ-Z
non nul,

est un nombre imaginaire pur.

ZXZ

Résoudre les équations suivantes.
a)z=2z+1 b)-z =1+i
c)z+5z=7-8i d)z=3z+5-i

l‘ @I‘.'EJGBEEI@ c) etd) Poser z=a+ibavec a et b deux réels.

Résoudre les équations suivantes.
a) z+z=3i b) 3+i)z +2z2=0

-2z+(2+i)z =1 d) 2iz =3i + 2iz

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes 29



30

d'application

Pour tout nombre complexe z=a +ibaveca et b des
réels, on pose f(z)= 3z +i-2.

1. Exprimer Re(f(z)) et Im(f(z)) en fonction de a et b.

2. L'’équation f(z) = z admet-elle des solutions ? Si oui,
laquelle (lesquelles) ?

Pour tout nombre complexe z=a +ibaveca et b des
réels, on pose f(z)= 3z + z - 5.

1. Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de f(z) en
fonction deaetb.

2. Résoudre dans C les équations suivantes.

a)f(z)=2

b) f(2) = 4i

of(z)=z

Utiliser la formule -
du bindme de Newton i p.2

.................................................

1. En utilisant la formule du bindme de Newton,
développer les expressions suivantes.

a)(2+i)* b) (1 - 2i)°

2. Quel est le coefficient de x° dans le développement de
(x+3)8?

En utilisant la formule du bindbme de Newton, montrer

2 (n
que Z( ]=2".
i—o\k

1. Développer (x - 1)3.

2. En déduire la valeur exacte de 9993 sans calculatrice.

1. Développer et simplifier (x + 1)% - (x - 1)%.
2. En déduire la valeur exacte de 1 0014 - 999% sans cal-
culatrice.

Soit zle nombre complexe tel que z= (1 +ib)3.

1. Pour quelle(s) valeur(s) de b le nombre z est-il réel ?

2. Pour quelle(s) valeur(s) de b le nombre z est-il imagi-
naire pur ?

Résoudre des équations .
duseconddegredansC B,z
Résoudre dans R puis dans C les équations suivantes.
a)z2+64=0 b)z2-3=0

Qz2-4=2 d)z2+21=8

m Résoudre dans C les équations suivantes.
a)z?2-3z=0 b)z2+z+1=0
)4z2-42+5=0 d) 222+ 62+5=0

Résoudre dans C les équations suivantes.
a)z2=-7z b) 2z2=3z-2
) -2z+2z>+2=0 d) -8 =322

m Résoudre dans R puis dans C les équations suivantes.
a)3z2-2z=1 b)2z2=2z+3
2249 _ g2

c
) 3 3

................................................

Factoriser :

a)z2-2%par(z-2).
b) 23 - 33 par (z- 3).

1. Exprimer 23 + 33 sous la forme 23 - a® avec a un réel.
2. En déduire une factorisation de 23 + 33.

m 1. Exprimer i3 en fonction de .
2. En déduire une factorisation de 23 +1i.

m Pour tout z € C, on pose :

Plz) =23 - 22 + 2z - 2.
1. Vérifier que 1 est une racine de P.
2. Factoriser P(z) par (z-1).

Pour tout z € C, on pose :
P(z)=z*+223+3z+ 4.

1. Vérifier que -1 est une racine de P.

2. Factoriser P(2) par (z+ 1).

Pour tout z € C, on pose :

P(z) = -22% + 222 + 20z + 16.
1. Vérifier que -2 est une racine de P.
2. En déduire une factorisation de P(z).

Résoudre une équation o

()

de degré 3 a coefficients réels =i ;. >3

................................................

Pour tout z € C, on pose:
P(z) =23 -52%+9z-9.
1. Montrer que 3 est une racine de P.
2. Déterminer toutes les racines de P.
3. Ecrire P(z) comme produit de facteurs du premier degré.

m On considere I'¢quation
(E):23-322+4z-12=0.

1. Montrer que 3 est solution de I'équation (E).

2. Déterminer toutes les solutions de I'équation (E).

m On considere I'¢quation
(E):22-1=0.
1. Déterminer une solution évidente de (E').
2. Déterminer toutes les solutions de I'équation (E).

m On considere I'équation
E):22+22+z+1=0.

1. Déterminer une solution entiére de (E”).

2. Déterminer toutes les solutions de I'équation (E”).



d'entrainement

m 1. Conjecturer une régle donnant i” en fonction de i,
suivant les valeurs de n.

2. Démontrer la conjecture par récurrence.

3. Donner la valeur de i2021,

Déterminer si les propositions suivantes sont vraies
ou fausses et justifier.

Proposition 1 Le quotient de deux nombres imaginaires
purs est un nombre réel.

Proposition 2 Le quotient de deux nombres réels est un
nombre imaginaire pur.

m On considére un nombre complexe z=a +ib avec a
et b deux réels.

A quelle(s) condition(s) sur a et b le nombre (1 - i)z est-il
réel ?

l‘ EUREBEIIES Pour les exercices [ & ELY : par défaut,

un programme Python ne fait pas de calcul formel ;
il renverra donc une valeur approchée des parties réelles
et imaginaires.

m Soit deux nombres complexes z, = a, + ib, et
z,=a, +ib, aveca,, b, a, et b, des nombres réels.
1. Déterminer la forme algébrique de z; X z,.

2. Ecrire une fonction en Python ayant pour parametres
les parties réelles et imaginaires de z, et z, et qui renvoie
les parties réelles et imaginaires de z; X z,.

Soit z; un nombre complexe non nul tel que
z,=a, +ib, aveca, etb, des réels.
. . e 1
1. Déterminer la forme algébrique de —.
2
2. Ecrire une fonction en Python ayant pour parametres
les parties réelles et imaginaires de z; et qui renvoie les
_ . I 1
parties réelles et imaginaires de —.
2
EL soit deux nombres complexes z, = a, + ib; et
z,=ad,+ib, aveca,, b, a, et b, des nombres réels.

On suppose z, différent de 0.
z
1. Déterminer la forme algébrique de 1.
z
2
2. Ecrire une fonction en Python ayant pour paramétres
les parties réelles et imaginaires de z, et z, et qui renvoie

o . z
les parties réelles et imaginaires de —.
23
m Ecrire les nombres complexes suivants sous forme
algébrique.

2 )
a)(i.j b)7+3+19'
T-i 5-5ij
L L
3-2i 2-i 3+i 1-i

m Déterminer la forme algébrique des conjugués des
nombres complexes suivants.

a) z1=7—(3+§i)

b) z, = (3 - 5i) ++/2
c)z3=%+3i+(1—i)

d) z, =(5-1)(~/2 +3i)

m On considere le nombre complexe :
2+3i
z=—"
7-i
1. Déterminer la forme algébrique de z.
2. En utilisant les propriétés des conjugués, en déduire la

valeurdez+zZ etdez - z.

N " Démo
Sans utiliser la forme algébrique, montrer

_ 3.
que pour tout nombre complexe z, z -z +=i est un
nombre imaginaire pur. 2

m Pour tout nombre complexe z, on pose :
Z=(zxz xi)3.
Déterminer si pour tout z € C, Z est un nombre réel,

un nombre imaginaire pur, ou un nombre complexe
quelconque.

Pour tout nombre complexe z, on pose :
Z=3z+23.

Déterminer I'ensemble des nombres complexes z tels que

le nombre Z soit :

a) réel.

b) imaginaire pur.

Pour tout nombre complexe z, on pose :
7=2*1
z +1
Déterminer I'ensemble des nombres complexes z tel que
le nombre Z soit :
a) réel.
b) imaginaire pur.

- ; ) Démo
On pourra utiliser comme prérequis
que pour tous nombres complexes z, et z, on a

Z)X 2, =2, X 3,.

1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n
onazg"=32".

2. En déduire que pour tout entier naturel n et pour tout
nombre complexe z, z" + z" est un nombre réel.

3. Démontrer que pour tout entier naturel n, le nombre
complexe (2 —i)2" + (3 + 4i)" est un nombre réel.

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes 31



32

d'entrainement

.................................................

107] 1. Factoriser 23 - 1 par z- 1.
2. En déduire les solutions dans C de I'¢quation
(E):23-1=0.
3. 0n notej la solution de (E) dont la partie imaginaire est
strictement positive.
Donner la forme algébrique de .
4. Démontrer les égalités suivantes.

a)= b)j2+j+1=0
AQ2=7 a7
J

Résoudre les équations suivantes dans C. On donnera
les résultats sous forme algébrique.
z+1

a)(1+iz=1-i b) — = 2i
z-1

QQz+1-ix(z+3)=0 d) 2 =24
z-3i

Résoudre les équations suivantes dans C. On donnera
les résultats sous forme algébrique.
2iz +i

a)-2iz=3z+1 b) -=
z-1-i

Q) (z-i)2=(z+1+i)? d)£+3i=—2—5i
Z

zZ

m Résoudre dans C I'équation —_I =3.
z-(2-1)

Déterminer deux nombres complexes z, et z, dont
la somme et le produit valent 2.

Résoudre les équations suivantes dans C. Ecrire les
solutions sous la forme la plus simplifiée possible.

at2_, b) (z-2)2=-4
3-2
c) (z-2)2=(3 +ig)? d) 22 =3iz

Démo
On considere I'équation

az? + bz +c=0.0n note A son discriminant.
On veut démontrer que si A < 0 alors I'équation admet

-b-iJ-A
deux solutions complexes conjuguées : z,=———— et

2a
-b+iy-A
2a
On rappelle gu'en classe de Premiére, nous avons démontré

2
que az? +bz+c=a z+£ —A.
2a 4a?

On suppose que A < 0.

2

- A .

1. Ecrire il comme le carré d’'un nombre complexe.
a

2. En déduire une factorisation de az? + bz + c.

3. En reconnaissant un produit nul, résoudre az2 + bz +c = 0.

En utilisant le résultat du logiciel de calcul formel
suivant, résoudre dans C I'¢quation :
24— 623+ 2322 - 342 +26=0.

1  factoriser (z*4-6z73+23z"2-34z+26)

(z2-4*2z+13) * (22-2*%2z+2)

Déterminer deux nombres complexes z; et z, tels

Z,+2,=3
que{ 1T %2
2, X 2, =5

m On veut résoudre I'équation
(E): 224 2iz-2=0.
1. Développer (z +i)%
2.En déduire que I'équation (E) est équivalente a (z+i)2 - 1=0.
3. En déduire les solutions de (E).

On veut résoudre I'équation
() :22+iz+c=0o0ucestun réel.

N2
1. Développer (z + %) .
2. En déduire que I'équation (E’) est équivalente a

iV o1
z+—| +—+c=0.
2) "4

3. Quelle condition sur ¢ faut-il imposer pour que les solu-
tions de (E’) soient imaginaires purs ?
4. Déterminer dans ce cas les solutions de (E).

m Résoudre dans C les systémes d'équations suivants.

242 =2-5i 2z+32 =1

a) ;. b) ;.
z+3z =i-1 z-2 =i
—2z+2z" =1+i d z+izg’ =2
z+3z2" =5 2z +22 =2 +3i

On consideére la fonction f qui a tout nombre com-
plexe z associe f(z) = 2% + 2z + 9.

1. Calculer Iimage de -1+ i3 par la fonction f.

2. Résoudre dans C I'¢quation f(z) = 5.

3. Soit A un nombre réel. On considére I'équation f(z) = A

d’inconnue z.

Déterminer I'ensemble des valeurs A pour lesquelles I'équa-

tion f(z) = L admet deux solutions complexes conjuguées.
D'apres Bac S 2014

On considere I'équation
(E):z*+2z3-2-2=0,
ayant pour inconnue le nombre complexe z.
1. Donner une solution entiere de (E).
2. Démontrer que, pour tout nombre complexe z,
#-2B-z-2=(2+z-2)(2+z+1).
3. Résoudre I'équation (E) dans l'ensemble des nombres

complexes.
D'aprés Bac S 2017



On considére Iéquation (E) : 2* = -4 ou z est un
nombre complexe.

1. Montrer que si le nombre complexe z est solution de
I'¢quation (E) alors les nombres complexes — z et Z sont
aussi solutions de I'équation (E).

2. 0n considere le nombre complexe z;, =1 +1.

Vérifier que z, est solution de lI'¢quation (E).

3. Déduire des deux questions précédentes trois autres
solutions de I'équation (E).

4. ’équation (E) admet-elle d’autres solutions que celles

citées dans les questions 2. et 3.7
D'apres Bac S 2010

m Déterminer si la proposition suivante est vraie ou
fausse en justifiant.
«2'%4 22 + 1 —i= 0 admet une solution réelle. »

m On considere le polyndme P défini sur C par:
P(z)=23 - (2 +iN2)22 + 21 +W2)z - 2i/2.
1. Montrer que le nombre complexe z, =iy2 est une
racine de P.
2. a) Déterminer les réels a et b tels que :
P(z)=(z —-in2)(z2 +az +b).

b) En déduire les solutions dans C de P(z) = 0.
D’apres Bac S 2012

On considére la fonction f définie pour tout z € C par:
fiz) =z +i.

1. Déterminer la forme algébrique de Iimage de /2 + 5i par

la fonctionf.

2. Déterminer la forme algébrique du ou des antécédents

de 2 +5i par la fonction f.

@ 1.En posant z=a +ib aveca et b deux réels, résoudre
z2=Z.

Pour la suite de l'exercice, on notera z la solution dont la
partie imaginaire est strictement positive

2. Montrer que z, X z, = 1.

z . 2 3
3. Donner la forme algébrique de z, z§ et z3.
4. Démontrer que pour tout entier naturel n, zg” =1

5. En déduire lavaleurde z3"*! et 232 pour tout entier
naturel n.
6. En déduire la valeur de z5%° et 2(1)000‘

Travailler l'oral

m Préparer un exposé sur l'introduction historique
des nombres complexes.

Indication : on pourra par exemple parler de Tartaglia,
Cardan, Bombelli, ou encore Descartes ou Girard.

d'entrainement

................................................

On définit la suite de nombres complexes (z,) par
1

2.
z,=TetpourtoutneN, z, ., =§zn +§|,
Soit (u,) la suite définie pour toutn € N paru, =z, - .

1. Exprimeru,,, en fonction de u,, pour tout entier naturel n.
. . N
2. Démontrer que pour tout entier natureln,u, = (g) (1-1).

3. En déduire l'expression de z, en fonction de n.

On définit la suite de nombres complexes (z,) par
zy=1+2ietpourtoutn €N, z  ,=2iz, +5.

1. Déterminer la forme algébrique de z, et z,,.

2. Conjecturer I'expression de z, en fonction de n.

3. Démontrer par récurrence la conjecture faite en 2.

4. En déduire la valeur de z, (.

m On considére la suite (z,) définie par z, = 1 -i et pour

1
toutneN, z, ,=—.

Zn

1. Déterminer la forme algébrique de z, et z,.
2. Conjecturer I'expression de z, en fonction de n.
3. Démontrer par récurrence la conjecture faite en 2.

m Soit A un nombre complexe non nul et différent de 1.
On définit, pour tout entier naturel n, la suite (z,) de nombres
| 2,=0
complexes par
P P 2, = Az, +i

1.a) Vérifier les égalités z,=i; 2, = (A + 1)i; 25 = (A% + A+ 1)i.
b) Démontrer que, pour tout entier naturel n positif ou nul,

Al =1

Xi.
R

zZ

2.Etudeducash=i.

a) Montrer que z, = 0.

b) Pour tout entier naturel n, exprimer z,_, en fonction de z,..
3. a) On suppose maintenant qu'il existe un entier naturel
ktel que A¥= 1. Démontrer que, pour tout entier naturel n,
onalégalitéz, , =z,

b) Réciproquement, montrer que s'il existe un entier naturel
k tel que, pour tout entier naturel n, on ait I'égalité z, , = z,,
alors Ak =1.

Proposer une équation du second degré a coeffi-
cient réels, puis la résoudre, en expliquant la méthode.

m Proposer une équation du 3¢ degré a coefficient
réels admettant une racine évidente, puis la résoudre, en
expliquant la méthode.

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polyndémes

33



34

 bilan_

EEE] calcul algébrique dans C
Les trois questions sont indépendantes.
1. On considére les deux nombres complexes :
z=7+2etz=i-3.

Déterminer la forme algébrique de :
a)z+2
b)z-2
) zxz
d) 22

1
e) —

z
2. Pour tout nombre complexe z, on considere le nombre
complexe :

Z=22+3+Z°+zXxZ.

Montrer que pour tout nombre complexe z, Z est un nombre
réel.

8+i
3. 0n considére le nombre complexe z” = P 2'
- 2i

a) Déterminer la forme algébrique de 2”.

b) En déduire sans calcul la valeur de
8+|+8—| ot de 8+|_8—|.
9-2i 9+2i 9-2i 9+2i

Equations dans C

1. Résoudre dans C les équations suivantes.
a)(2i-5)z+2=i
b)2z+3z +i-2=0
Ax2+x+1=0
d)x*-25=0
2. 0n considere I'équation suivante
(E):x3-3x2+x-3=0.
a) Montrer que si z est solution de (E), alors Z est solution
de (E).
b) Vérifier que 3 et i sont solutions de (E).
c) Quel est le nombre maximum de solutions que peut
avoir I'équation (E) ?
d) Sans calcul, en déduire toutes les solutions de (E) dans C.
3. On considere I'équation
(E’) : 23 -8x% + 28x - 40 = 0.
a) Vérifier que 2 est solution de I'équation (E').
b) En déduire une factorisation de 2x3 — 8x2 + 28x - 40.
¢) Résoudre dans R, puis dans C, I'équation (E).

EES Binéme de Newton
1. Rappeler la formule du bindme de Newton.
2. Démontrer la formule du bindme de Newton.

l‘ T BEETE La démonstration se fait par récurrence.

3. Développer pour tout réel x, (x - 2i)*.
4. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de x le nombre
complexe (x - 2i)* est réel.

n
5. Calculer lasomme )" (-1) .
k=0 k

EE[A suites de nombres complexes

On considere la suite (z,) définie par z, = 0 et pour tout
ne N,szr1 =iz, - 4.

A » 1. Déterminer la forme algébrique de 2,2, et z3.

2. Pour tout entier naturel n, on pose z, =a, +ib, ot a,
est la partie réelle de z, et b, est la partie imaginaire de z,.
a) Donner la valeur de g, et b,

b) Exprimera, ,, etb, ,enfonctiondea, etb,.

c) Compléter le programme en Python a suivant afin
qu'il renvoie la partie réelle et la partie imaginaire de z,,.

return([a,b])

B » On considére le nombre complexe w = -2 - 2i.

Soit (u,) la suite définie pour toutn € N paru, =z, - w.

1. Montrer que pourtoutn € N, u, , =ixu,.

2. En déduire que pour toutn € N, u, = (2 + 2i) xi".

3. En déduire I'expression de z, en fonction de n.

4. a) Donner la valeur de i2 et en déduire la valeur de i°°
eti’00,

b) En déduire la forme algébrique de z,, et z;,, sans
calculatrice.

Fonctions dans C
On consideére la fonction f définie pour tout nombre
complexe z différent de - 1 par f(z) = z—_1

z+1
1. Déterminer la forme algébrique des images par f de
a)1l
b) 2i
2. Déterminer la forme algébrique du ou des antécédents
de1+iparf.
3. Déterminer I'ensemble des nombres complexes z tels
queflz) =z.

EEL] Conjugués
1. Soit z un nombre complexe tel que z=a + ib avec a et
b deux réels.

a) Démontrer que z est un nombre réel si, et seulement
si, 2 =2z.

b) Démontrer que z est un nombre imaginaire pur si, et
seulementsi, 2 =-2z.

Démo

2. Démontrer que, pour tous nombres complexes z et z”,

zxz' =z xz.
3. Démontrer que, pour tout entier naturel n, et tout nombre

complexe z, z" = (Z)".



CONTINU

M ECTA R | 'essentiel

Opérations dans C

Ensemble des nombres
complexes (

~
Soitz=a+ibetz =a’ +ib"aveca, b, a’ et b’ des réels tel que z # 0.
¢ Définitionde C .
RCC ¢ Addition ¢ Inverse
5 z+Z =(a+ib)+ (a’ +ib") l: 1 _ 1% (a—-ib)
nr=-t o =(a+a)+ilb+b) z a+ib (a+ib)a-ib)
. La;:l;jltlonhet la multlp!ltc,atlon « Multiplication a—ib a b
ont les mémes propriétés = = =i
e dans R prop exd =(a+ib)x (@ +ib) - a+b2 a’+b
L =ad'+iab’ +iba’ +i%bb" Quotient
¢ Forme algébrique = (ad’ - bb) +i(ab’ +ab) |, o o ‘
z=a+ib aveca et b deux réels. o . g _a+ib’ _(a'+ib')(a-ib)
* Pppose ib  (a+ib)(a-ib)
a = Re(z) (partie réelle de 2) —z=-(a+ib) z o atl
b =Im(z) (partie imaginaire de z) =—ag-ib -4 a—|ba2 +|b2a+bb
e Egalité dans C a‘+b
o, Re(z) =Re(z) _ aa’ + bb’ iab’ -ab
Zz2=2z Im(z)=|m(z') aZ+b2 aZ+b2
\ J L J
Formule du binéme de Newton
( N[ )
Soitz=a +ib aveca et b deux réels. Soita € Cetb € C. Pour:toutn € N :
¢ Définition n(n
. ) ( e . (a+b)" = 2 akbnk
Le conjugué de z, noté z est défini parz = a - ib. ioo\K
¢ Propriétés g J
« 2+ 7 =2Re(z) *-z2=-% Equations du second degré
-z—Z=2iIm(z) -z+z'=2+z_' z2
ezeRoz=7 e ZXZ =ZXZ cesa
czciRe>z=—% _ e Sia>0,alors S = {-+/a ;\/a}
T . tout , 2" =(2)" . .
_ pourtoutn N, 2 =(z) e Sia<0,alors S={-i|al;iy|al}
-Siz;to,(—] == e az2+bz+c=0avecaz0
zZ zZ
— On pose A = b? - 4ac.
zZ zZ
. Si L ~b-JA -b+JA
S|z¢0,(z) z e SiA>0,alorsS = b \/_; b+yA
2a 2a
\ J
. b
Factorisation de polynomes * SiA=0,alorsS= {_5}
¢ Factorisation de 2" - a" . —b-if-A —b+if-A
Soita€ Cetn e N". * SiA<0,alors 5= 20 2a
Pourtoutz € C, 2" -a" = (z-a) x Q(z) L J
avec Q un polynéme de degré au plusn - 1. - -
. , . Racines de polynomes
¢ Factorisation d'un polynéme
Soit P un polynéme de degré n et a € C tel que ¢ Un polynéme non nul de degré n admet
P(a) = 0. au plus n racines.
Pour tout z € C, P(z) = (z-a) x Q(z) e Le nombre de solutions d'une équation
avec Q un polynéme de degré au plusn - 1. polynoémiale est inférieur ou égal a son degré.
. J

1 < Nombres complexes : point de vue algébrique et polyndémes
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Preparer le BAC @LEREE

| Je dois étre capable de... )

P> Déterminer et utiliser la forme algébrique

d’'un nombre complexe

P Effectuer des calculs algébriques avec des nombres
complexes et résoudre une équation linéaire az=b

P> Déterminer le conjugué d’'un nombre complexe
et résoudre une équation simple faisant intervenir zet z

P> Utiliser la formule du binéme de Newton

¢

Mg
B

3
5

3
5

P> Résoudre une équation polynomiale de degré 2

a coefficients réels

P Factoriser un polynéme dont une racine est connue

P> Résoudre une équation de degré 3 a coefficients

réels dont une racine est connue

Y
5

]

o 4

i

Mg,
b

i

o)

i

VR R 2K 2

3
g

i

Mg,
B
[=)

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonnes réponse(s).

i>estégala:

140| La partie réelle de (11 + 2i)(5 —i) est :

114 2i

141 | La partie imaginaire de -
i

142 Pour tout z € C, on pose
Z=zXZ+2-1.
Alors le conjugué de Zest :

La solutionde (i+ 1)z+ 1 =iest:

14k | 'équation 22 - 4z + 5 = 0 a pour
solution dans C :

L'équation z+2iz =2-5i a pour

solution dans C:
146 (1 +i)° est égal a:

Une factorisation de x° - 1

est (x— 1) x Q(x) avec Q(x) égal a:

est:

(A

1

53

pas de solution

1+i

2 +x+1)

(8]

55

ZXZ—2+i

{-2-i;2+1}
—— i

—4-4i

(2 -x+1)

| Parcours d’'exercices ]

1,2,37,38,3,4,42,43

5,6,45,46,7, 8, 54,55

9,10, 62,63,11,12,70,71

13,14, 74,75

15,16, 79, 80

17,18, 83, 84

19, 20, 89, 90

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-e01-09

(C)

57

+2+i

n|
n|

X

2-i;2+1i}

4+ 4i

(2 +x-1)

-..

o

=1

ZXZ+2+i

{2-3i;2+3i}

—443i
“1-i

(2 -x-1)



Preparer le BAC

CONTINU

Utiliser la forme algébrique

1. Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire du
nombre complexe z = 2i - 5.

2. Soit x et y deux réels.

Pour quelles valeurs de x et de y S0de spode
aton(x+2)) +ilx-2y+3)=2+i7 “EA A p.15

Calculer dans C

On considere les deux nombres complexes z=4 + 7i et
2/=-2+5i.

Déterminer la forme algébrique de :

a)z+2

b)z-2

c)zxz

d) 22

e)—,
zZ

o80de  x0de

f) 2 A 0.7

’

Utiliser le conjugué
d’un nombre complexe

1. On considére le nombre complexe z; =i - 2.
Déterminer la forme algébrique du conjugué de z.

2. Pour tout nombre complexe z, on pose Z =z -z +i.
Démontrer que Z est un nombre imaginaire pur.

, 11+
3. On considere le nombre complexe 2" = -
- 2i

a) Déterminer la forme algébrique de z”.

b) En déduire sans calcul la valeur de —— 1+ E et

1-2i 1+2i

Jyode

*Mp.17 5 p.19

celle de ﬁ - E

1-2i 1+2i

Résoudre des équations dans C

Résoudre dans C les équations suivantes.

a)(1-2i)z=3+i

b) -5z +i=7 hode

Q z+2Z-4=i 5.p17§ﬂp19
d)2z2-3z+10=0 sSode obode

e) 24 =121 S 8 PRI 11PN

Utiliser le binome de Newton
1. En utilisant la formule du bindme de Newton, déve-
lopper (2 + 3i)*.

n
2. Calculer la somme 22k .
ko \k

3. Quel est le coefficient de x”
dans le développement de (x +2)10? 5. p.21

Factorisation de polynémes
Factoriser les polyndmes suivants.

a)xt-1
Equation de degré 3

1. On considére I'équation suivante :
2x3 - 2x% - 24x=0.
a) Déterminer une solution évidente de I'équation.
b) Résoudre I'équation dans C.
2. 0n considere I'équation suivante :
x3-3x%2+25x+29=0.
a) Vérifier que -1 est solution de I'¢quation.
b) Déterminer une factorisation de x3 — 3x2 + 25x + 29.
¢) En déduire toutes o30de
les solutions complexes de I'équation. E. p.23

Suites de nombres Algo
complexes

On considére la suite de nombres complexes (z,) définie
par z,=1 - i et pour tout entier naturel, z,,, = (1 +i)z,.
1. Déterminer la forme algébrique de z, et de z,.

2. Démontrer que pour tout nombre complexe z, z X z
est un nombre réel. .

3. On considere la suite (u,) définie par u, = z, X z,,.
a) Calculer Ug Uy etu,.

b) Justifier que pour toutn € N, u, € R.

¢) Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique
de raison 2.

d) En déduire l'expression de u,, en fonction de n.

e) Déterminer la limite de la suite (u,,).

4. On souhaite déterminer la plus petite valeur de n tel
que u, > 1000.

a) Compléter le programme en Python " suivant.

g5ode

b) 3-8 € .23

print(.... )

b) Déterminer la valeur de cet entier Sode
a l'aide de la calculatrice. S 12P

Fonction et nombre complexe

Soit f la fonction définie pour tout nombre complexe z
différent de -2 par f(z) = z-4

+2
1. Déterminer la forme algébrique de I'image par fde:
a)3 b)i
2. Déterminer la forme algébrique du ou des antécédents
parfde:
a)3 b)i
3. Déterminer le ou les nombres complexes z tels que

o) = -z oyt sgode sgode ogoe
& S 1 PR & PR 8 Pl 11 PN

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes 37
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vers le supérieur

Résolution d’équation pcsi) (MPsi
L'ensemble S des solutions dans C de I'équation z-8 =z
est: z-3
a)S={2+2i} b)S=1{2+2i;2-2i}
c)S={2+2i;-2+2i} d)S=9

D’aprés concours Techniciens supérieurs
de l'aviation (2016)

EEY Résolution d’équation

de degré 3

On consideére le polyndome P défini sur C par:
P(z) =23 + (2 - 2i)z? + (4 - 4i)z - 8i.

1. Démontrer que 2i est une solution de I'4quation P(z) = 0.

2. Démontrer que P(z) = (z - 2i)(z? + 2z + 4).

3. En déduire toutes les solutions dans C de I'équation

P(z) = 0.

PCSI | |MPSI

D’aprés concours d'entrée ENSM (2017)

=] Les entiers de Gauss

Un entier de Gauss est un nombre complexe qui peut sécrire
sous laformea +ibaveca € Zetb € 7.

1. Donner un exemple d’entier de Gauss.

2. Démontrer que la somme de deux

entiers de Gauss est un entier de Gauss.

3. Démontrer que le produit de deux

entiers de Gauss est un entier de Gauss.

4. Le quotient de deux entiers de Gauss est-il un entier de
Gauss ?

Forme algébrique PCSI ) (MPSI
d’un nombre complexe

Soit a un nombre réel. On considére les nombres complexes :

2+ 2ai
1-i
1. Déterminer la forme algébrique de z,. Détailler le calcul.

2. Déterminer la forme algébrique de z,. Détailler le calcul.
D’apres concours ENI-GEIPI (2018)

z,=(-4a+i)a-i)-(1+2ai)?et z,=

138 Equation bi-carrée

On considére I'équation (E) : 2% - 22 -2 =0.

1.0n pose Z = 22, Ecrire (E) comme une équation en Z.
2. Résoudre cette nouvelle équation.

3. En déduire toutes les solutions de (E).
ETH calculer avec les nombres PCSI) (MPSsI
complexes (1)

1. On considére le nombre complexe z = 3i, alors z* est

égala:
a) 81i b) -81
c) -81i d) 81

2. Les nombres réels a et b tels que pour tout z € C,
24+2-0) 22+ (1-2)z-i=(z-i)(g2+az+b)sont:
a)a=-2etb=1 b)a=-2etb=-1
cJa=2etb=1 d)a=2etb=-1

D’aprés concours AVENIR (2017)

Calculer avec

les nombres complexes (2)

1. 0n note j un nombre complexe, solution de I'équation :

1+z+22=0.

On peut affirmer que (j +j2 + j3)3 est égal a :

a)o b) 1 qj d)j?

2.0n note Re(z) la partie réelle et Im(z2) la partie imaginaire

d’un nombre complexe z. Si z, et z, désignent deux nombres

complexes non nuls, alors Re((z; +iz,)(1 +1i)) est égale a:

a) Re(z; -2y - Im(z, +2,)

b) Re(z;) - Im(z,)

¢) Re(z, - z,)

d) Im(z,) - Re(z,)

3. Soit p un nombre réel et (E) I'équation suivante :
2pz2+(1-p)z+2p=0

A quel ensemble doit appartenir p pour que (E) ait deux

racines complexes conjuguées distinctes ?

11 11
2 [‘5'5] b) }5' 5[

N L
c)} , 3H5,+ [ d)} , 3H5,+ [

D’aprés concours AVENIR (2019)

PCSI | |MPSI

Somme et produit de complexes

1. Calculeri” en distinguant plusieurs cas selon les valeurs
de l'entier naturel n.

2. En déduire selon les valeurs de n, la valeur de :
a)lasomme 1 +i+i2+...+i"

b) le produit T xixi2x ... xi".

i3 Equation avec des complexes
Résoudre dans C léquation suivante z2 + 2Z +1=0.

Nombre imaginaire pur PCSI ) (MPSI
et nombre réel -
. , z

Pour tout z € C convenablement choisi, on note 2" = ——.
Z est un nombre réel si, et seulement si : z+l
a) z est imaginaire pur différent de i.
b) z est imaginaire pur.
c) z est réel différent de 1.
d) z est réel.

D'aprés concours d'entrée a 'ENAC (2018)

Résolution d’équation

de degré 3

Soit a un nombre réel strictement supérieur a 1.

Soit (E) et (E’) les équations d'inconnue complexe z:

(E):2%2-4z+4a?=0et(E): 23 - 422+ 4a’z=0.

1. Justifier que I'équation (E) admet deux racines complexes

non réelles.

2. On note z, et z, les deux solutions de I'équation (E).

Donner les expressions de z, et z, en fonction de a.

3. En déduire I'ensemble S’ des solutions de I'équation (E').
D’aprés concours ENI-GEIPI (2019)

PCSI | |MPSI



Equation et trigonométrie

Pour tout nombre réel © € [0 ; it], on considére I'équation :
7% -2cos(0)z+1=0.

1. Déterminer les valeurs de 0 pour lesquelles I'¢quation

admet une solution réelle.

2. Dans les autres cas, exprimer les solutions complexes

en fonction de 6.

ET3) Racines carrées d’un nombre complexe
Dans cet exercice, nous allons nous intéresser a la notion
de racine carrée d'un nombre complexe.

1. Déterminer un nombre complexe dont le carré est égal a:
a) 25 b) -1 c)-4

2. 0n veut déterminer un nombre complexe zdont le carré
estégala 5+ 12i.

Poserz=a+ib aveca et b deux réels, et résoudre I'¢quation
Z2=5+12i

I‘ CAHEBREETES Pour résoudre une équation de la forme
ax* + bx? + c =0, on peut poser X = x2.

Equation du second degré a coefficients
complexes
1. Soit g, b et ¢ trois nombres complexes.
Démontrer que pour tout z € C, az’+ bz + c = alz + d)?+e?
avecd ete deux nombres complexes a déterminer.
2. Application : on considére I'équation :

22242+ 6i)z- 2+ 3i=0.
a) Ecrire 222 + (2 + 6i)z - 2 + 3i sous la forme a(z + d)2 + e
avec d et e deux nombres complexes a déterminer.
b) En déduire les solutions de I'équation.
Démo
Formules de Viéte
pour un polynéme de degré 3
Soit P un polynéme de degré 3 admettant 3 racines com-
plexes:ry,r,etrs.
Pour tout z € C, on note P(2) = a,2® + a,2* + a,z+ay,.
1. Montrer que la somme des racines complexes de P est

] . a
égalea —-—2.
@
2. Montrer que le produit des racines complexes de P est
(. G
égala -2,
@
Calcul de sommes
o (n
Calculer la somme Zk .
ko \K

I‘ @UEBEAIES On pourra dériver de deux maniéres

différentes la fonction f définie par f(x) = (x + 1)".

Equation de degré 3

Existe-t-il des équations de degré 3 a coefficients réels
admettant exactement trois solutions complexes distinctes
et non réelles ?

Probléme ouvert

Résolution par radicaux de I'équation de

degré 3

Dans cet exercice, on cherche a résoudre une équation (E) :
X3 +ax?+bx+c=0,aveca, b, ctrois réels.

a . .
1.En posant X = x + 3 montrer que résoudre (E) revient

arésoudre (E') : X3 + pX + g. On donnera l'expression de p
etgenfonctiondea, b, c.

27q2 + 4p3
27
que si A > 0, alors une solution réelle de (E") est

xozij—q;«ﬂﬁ/—q—\/@

2

2.0npose A= . On veut montrer

a)OnposeX=u+v.

w+vi=—q
Montrer que si p alors X est solution de (E).
uxv=-=
3
b) Posons U=u3 et V=3,
uwd+vi=-q
Montrer que résoudre le systéme p revient a
résoudre : u><v=—§
U+V=-qg
3
Uxv=-L"
27
27q% + 4p3
c) En posantA = 9 %7 e et en supposant A > 0, déter-
miner un couple (U; V) solution du systéme (on exprimera
UetVen fonction de p et q).

d) En déduire que si A > 0, alors une solution réelle de (E")

e e

2

Electronique Sciences
En électronique, on représente

parfois les « résistances » de

certains composants par

des nombres complexes. Par

exemple, une résistance pure

est représentée par le réel

Z, = R, tandis qu’une bobine

est représentée par le complexe Z, =iLw, ou L dépend de la
bobine et w du courant qu'on met dans le circuit. Lorsqu’une
résistance et une bobine sont montées en paralléle, on
peut les remplacer par un composant unique associé au
complexe Z, tel que :

1 1 1

—_— =t —

z, z, Z

e

R % (1 + ilj
Lo
—_—
1+(ij
Lo

r

Démontrer que Z, =

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes 39



Travaux pratiques

vy
i .
TICE _022"& Calculer

n Utilisation d’un logiciel de calcul formel o

L'objectif de ce TP est d’apprendre a utiliser un logiciel de calcul formel afin de réaliser des calculs utilisant des
nombres complexes.

A » Calculs algébriques dans C 1
1. Ouvrir le logiciel de calcul formel Xcas sur l'ordinateur.
Dans toute la suite du TP, pour obtenir la syntaxe ou un
exemple d'utilisation d’une fonction sur Xcas, on peut | 2 | im(3+21)

taper le nom de la fonction, puis appuyer sur F1. 2
2. On considere le nombre complexe z=5 + 3i.

a) Donner la partie réelle et la partie imaginaire de z.

re (3+21i)

3 | simplifier((3+2i)/(4+31))

b) En utilisant les fonctions « re » et « im » retrouver les 8 -

résultats de la question a) sur Xcas. 25 25

3. a) Déterminer la forme algébrique de (5 +31) X (2+1) | 4 | gevelopper ((3+21)~2)

ot 5+-’f'. 5+12%i
2+i

5 | conj(3+2i)

b) En utilisant la fonction « simplifier » retrouver les ré-

sultats de la question a) sur Xcas. 3-2%i
4. a) Déterminer la forme algébrique de (5 + 3i)% 6 | resoudre dans C(z*i=2+i,z)
b) En utilisant la fonction « developper » retrouver les 1-2%i

résultats de la question a) sur Xcas.

5. a) Déterminer le nombre complexe conjugué de
z=>5+3i. (z=3) * (z—2) * (z-1i)
b) En utilisant la fonction « conj » retrouver les résultats
de la question a) sur Xcas.

7 | factoriser (z#3-6x"2+11z-6)

Exemples d'utilisations de fonctions sur Xcas

B » Résolution d’équations

Pour résoudre des équations avec Xcas, il existe deux fonctions :

- resoudre : cette fonction permet de résoudre des équations dans R ;

- resoudre_dans_C : cette fonction permet de résoudre des équations dans C.
1. Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera le résultat sous forme algébrique.
a)z+2i=3-i

b)z+2z=3-i

2. Vérifier les solutions trouvées dans la question 1. en utilisant le logiciel Xcas.
3. En utilisant Xcas, résoudre dans R, puis dans C les équations suivantes.
a)z2+2z+4=0

b)z2+4z+2=0

C » Factorisations et équations
17 7
1. Pour tout z € C, on pose P(z) = z* + 7z3 + %zz + P 4,

On cherche a résoudre I'équation P(z) = 0.

a) En utilisant la fonction « factoriser » dans Xcas, déterminer une factorisation dans R de P(z2).

b) En déduire les solutions dans R de I'équation P(z) = 0.

c) En déduire les solutions dans C de I'¢quation P(z) = 0.

2. a) En utilisant la fonction « factoriser » dans Xcas, déterminer une factorisation dans R de 20 - 1.
b) En déduire les solutions dans R, puis dans C de I'équation z° - 1 = 0.

—\
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TICE 20§ min Raisonner

B Algorithmes et équations du second degré e

Soit f une fonction polynéme de degré 2 de la forme f(x) = ax? + bx + ¢, aveca # 0.
1. Compléter le programme suivant en Python @ afin qu'il détermine les racines réelles éventuelles de f.

Programme
g if ..

lienmini.fr/maths-e01-10 [a]
print (" pas de solution réelle ")
else :
if . ¢
X=..
print(" La racine est ", X)
else :
xl=..
X2=..
print (" Les deux racines sont ", x1, x2)

0 privon g3 s2 det £(ab,0):
: e d=..
5] i

2. Ecrire ce programme dans votre calculatrice ou dans un logiciel et le tester avec les fonctions suivantes.
a) flx) =x% - 2x+ 10 b) fix) =x2 + 2x+ 1

) ) =x2+x-2

3. Vérifier par le calcul.

4. Modifier ce programme, afin qu'il détermine également les racines complexes éventuelles de f.

(CRemarque Pour utiliser les nombres complexes sur Python " , il faut utiliser la bibliothéque cmath.

De plus, pour exprimer i en Python f, , il faut utiliser 1j. Par exemple : 5 + 2i s'écrira 5+2*1j.
5. Reprendre les questions 2. et 3..

\_

_\

J
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TICE 20‘5 min Chercher
- Calculer

B Suites croisées de nombres complexes

On considére les suites (u,) et(v,) de nombres complexes définies par Up=1+2i;v,=2+ietpourtoutne N:

{unﬂ =u, +iv,

Vo1 =V, +IUn

1. Déterminer la forme algébrique de u, etv,.
2.0nnoteu,=a,+ |bn etv,=c,+ |dn aveca,, bn, c,et dn des nombres réels.
a) Donner les valeurs de ay; bO et do.

b) Déterminer l'expressiondea, ,, deb, , dec, ,etded  ,en fonction a,b,c,etd.
3. On souhaite déterminer la forme algébrique de u,, et de v, .
a) Recopier le tableau ci-dessous dans un tableur.

4 A | 8 | c¢ | b | E

1
2| 0
3 |

4 2

b) Compléter la colonne A pour quelle contienne tous les entiers de 1 a 100.

c) Compléter les cellules B2, C2, D2 et E2.

d) Quelle formule faut-il rentrer dans la cellule B3 ? dans la cellule C3 ? dans la cellule D3 ? et dans la cellule E3 ?
e) En étirant vers le bas, compléter les colonnes B,C,D et E.

f) En déduire la forme algébrique de u, , et v, .

—\
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Les ensembles de Julia

l es nombres complexes ont de nombreuses applications, lienmini.fr/maths-e02-01

notamment pour étudier des configurations du plan
ou des transformations du plan (homothétie, rotation, ...).
lls peuvent également étre utilisés pour étudier
des exemples d'ensembles fractals.

Qu'est-ce qu’un ensemblede Julia? 9 7TP2p.75




W Les rendez-vous
Prérequis

lienmini.fr/maths-e02-02 Sesamath

Lire des coordonnées
Dans un repére orthonormé, on considére les

points A et B. -ﬁ 3 __}/

1. Lire graphiquement les coordonnées de A 5>+

etdeB.

2. Lire graphiquement les coordonnées LV Lo X
de AB. 3 2 10[; 2 3
3. Déterminer les coordonnées du symé- T 1B

trique de A par rapport a I'axe des abscisses. 27

4. Déterminer les coordonnées du symé- =37

trique de A par rapport a l'origine.

Utiliser le cercle trigonométrique

1. Tracer le cercle trigonométrique.

2. Placer sur ce cercle les points associés aux réels suivants, puis déterminer la
valeur du cosinus et du sinus de chaque réel.

T b 27
a) I b) 5 C) g d) ?

Calculer des coordonnées et des normes

Dans un repeére orthonormé (O ; i/, v), on considere les points A(5 ; 3) et B(-1; 2).

1. Déterminer les coordonnées du vecteur AB.
2. Déterminer la norme du vecteur AB.
3. Déterminer les coordonnées du milieu du segment [AB].

Résoudre des équations trigonométriques
Résoudre dans [0 ; 27[ les équations suivantes.

V3

a) cos(x) =% b) sin(x)=-—

Calculer avec des complexes
On considere les nombres complexes z, =5 -2ietz, =3 +1i.
Déterminer la forme algébrique des complexes suivants.

a)z, +z, b)z xz, <) — d) z

Calculer avec la fonction exponentielle
Simplifier les expressions suivantes.
7 -6 2x)2 -x
e’ Xe X
a) X p) &)<
e ex

2 » Nombres complexes : point de vue géométrique et applications
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Activites

L/
20‘3 min
- [ ] \
Représenter graphiquement un nombre complexe
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; u, v).
On considére un point M(x; y). On appelle affixe du point M le nombre complexe z ¥ 5
défini par z=x +iy. 3+ +
1. Déterminer I'affixe des points O, U, V, A, B et C représentés ci-contre. 2 “V
2. Soit M(x; ) un point du plan. C \7jt U x
—
a) Déterminer une condition sur les coordonnées de M, puis sur l'affixe de M, pour 321905 2 3
que le point M appartienne a I'axe des abscisses. T
b) Déterminer une condition sur les coordonnées de M, puis sur I'affixe de M, pour 27T
que le point M appartienne a I'axe des ordonnées. 3T
3. Quelles sont les coordonnées du point d'affixe -2 — 4i ?
4, Soit D(3;-2) et E(5; 8). Déterminer les coordonnées puis I'affixe du milieu de [DE].
5. Soit Alxy i yp) €t Blxg ; yg ). Déterminer les coordonnées puis I'affixe du milieu de [AB].
6. SoitP(4;2).
a) Déterminer l'affixe z de P.
b) Déterminer la forme algébrique de z et de - z.
c) Représenter graphiquement le point P, ayant pour affixe z. Que peut-on dire des points P et P, ?
d) Représenter graphiquement le point P, ayant pour affixe —z. Que peut-on dire des points P et P, ?
= Cours 1 p.4b6
NS
L/
20‘= min
- [ 3 Ld \
Repérer un point par un angle et une distance
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O ; u , v).
1. a) Dans ce repére, placer le point M(2 ; -2) et le point M’ intersection de [OM) et du cercle trigonométrique.
b) Donner un réel appartenant a [0 ; 27[, puis un réel appartenant a 1-m ; 7] associé au point M’.
c) Donner un troisieme réel associé au point M’.
d) Donner tous les réels associés au point M.
Une mesure un radians de I'angle orienté (i , W) est un réel O associé au point M. Un angle orienté a une infinité
de mesures. On notera (i, Oﬂ) =0[27] (lire « modulo 27 »).
2. Représenter graphiquement dans ce repere orthonormé :
a) les points A tels que OA=2;
b) les points B tels que (i, OB) = %[27:] ;
<) le point C tel que OC =2 et (i, OC) = %[Zn] ;
. L= 271
d) le point D tel que OD =3 et (u, OD) = —?[27:].
3. Soit M(x; ).
a) Déterminer I'expression de OM en fonction de x et y.
b) On noter la distance OM et 8 une mesure de l'angle (U, OM) en radians.
Exprimer x et y en fonction der, cos(8) et sin(). Puis en déduire I'affixe du point M en fonction der, cos(6) et sin(6).
\_ ")COUI’SZp.LLSEt3p.50)
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B Découvrir la forme exponentielle d’'un nombre complexe

1. Soit fla fonction exponentielle. Donner la valeur de f(0) puis comparer f(x + y) et f(x) x f(y).

2, Soit g la fonction définie sur R par g(x) = cos(x) + i sin(x).
Donner la valeur de g(0) puis comparer g(x + y) et g(x) x g(y).

Par analogie avec la fonction exponentielle, on note g(x) = e,
T

) i=
3. Déterminer la forme algébrique de e et de e 2.
4. Pour tout réel x, déterminer le module et un argument de elx,

5. Démontrer que pour tout réel x, g(-x) = ﬁ

6. Déterminer la forme algébrique de g(x) x g(-x), puis en déduire que g(-x) = %
g(x

7. En utilisant le résultat de la question 2., montrer que (g(x))" = g(nx) pour tout n € N.

8. Ecrire les résultats des questions 5., 6. et 7. en utilisant la notation avec I'exponentielle.

> Cours 5 p. 54
J

w
308 min
»

n Utiliser les nombres complexes en géomeétrie

Les nombres complexes peuvent étre utilisés pour étudier des configurations du plan (alignement, orthogonalité,
calcul de longueurs ou d’angles par exemple).

A » Arguments et angles
Soit A, B, C et D quatre points deux a deux distincts d'affixes z,, z5, 2. et zp.

On rappelle que si M est un point d'affixe Zy alors (U, Oﬂ) = arg(zM)[Zn].
1. Soit P le point tel que OP = AB. Montrer que (U, Kﬁ) =arg(zg - z,)[27].
2. On admet que pour tous vecteurs w,, w, et wj :
o (w;, w,) + (W, , wy) = (w, , w;)[2r] (cette relation s'appelle la relation de Chasles).
L4 (W'l 1 Wz) = _(M7£ 1] W{)[ZTC]

I Zp ~ 3¢
Montrer que (AB, CD) = arg| — |[27].

2g = Zp

3. En déduire (ﬁ , R) en fonction de z,, z; et z.

4. Application : soit A(1 + 1), B(i), C(3 + 2i) et D(3). Déterminer une mesure de I'angle (A_B' , 6).

B » Configurations du plan
Soit A, B, C et D quatre points deux a deux distincts d'affixes z,, z5, 2. et zp.
1. En utilisant des vecteurs, déterminer une condition pour que :
a) A, B, Csoient alignés. b) ABC soit un triangle rectangle en A.
c) (AB) et (CD) soient paralléles. d) (AB) et (CD) soient perpendiculaires.
2. En utilisant la propriété démontrée en A » 2. déterminer une condition pour chaque cas de la question
précédente en utilisant un argument et les affixes des points.
3. Application : soit A(1 +i), B(3 + 2i), C(-1 + i) et D(3 + 3i). Démontrer que (AB) et (CD) sont paralléles.
“» Cours 6 p. 56

T
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Cours

Dans tout le chapitre, le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; u, v).

c Représentation graphique d’'un nombre complexe

Point image, vecteur image et affixe

A tout nombre complexe z=a + ib, avec a et b réels, on peut associer :

axe des imaginaires purs

¢ l'unique point M(a; b). M est appelé point image de z; T

. _fa) _ ; . M (a + ib)
¢ l'unique vecteur w bl w est appelé vecteur image de z. [ I —+
Réciproquement : 1
¢ a tout point M(a; b) avec a et b deux réels, on peut associer l'unique
nombre complexe z=a + ib. Le nombre z est appelé affixe du point M ; !

. _fa , T v 1 axe des réels
e a tout vecteur w b aveca et b deux réels, on peut associer l'unique } / / /

o -
u a

nombre complexe z=a + ib. Le nombre z est appelé affixe du vecteur w.

(CRemarques

(1) Lorsqu’un point ou un vecteur est repéré par son affixe, le plan est appelé le plan complexe.

(2) Les nombres réels sont représentés sur I'axe des abscisses, appelé aussi axe des réels.

Les nombres imaginaires purs sont représentés sur I'axe des ordonnées, appelé aussi axe des imaginaires purs.

CNotations
Laffixe de M est souvent noté z,, et la donnée d'un point M d'affixe z,, est souvent notée M(z,,).
L'affixe de W est souvent noté z, et la donnée d'un vecteur w d’affixe z; est souvent notée W(ZW).

(2
? Exemples ¢ SiA(1; 2), alors zp=1+2i o Si zo= 2 - 3j,alors w[ 3}
Egalité de deux points, de deux vecteurs

Soit A(z,) et B(z;) deux points du plan complexe :A =B & 2, = 2,.
Soit w,(z__)et w,(2_) deux vecteurs du plan complexe :w;=w, <z =2z .
" w; W, W

W2
Affixe du vecteur AB, affixe du milieu de [AB]
Soit A(z,) et B(z;) deux points du plan complexe.
*ABa pour affixe z; -z, ¢ le milieu du segment [AB] a pour affixe zAzj

? Exemples Soit A(3 + 2i) et B(5 —i). Alors le vecteur ABa pour affixe Zpe = 5-i-(3+2i)=2-3i

Opérations et affixe d'un vecteur

Soit w;(2;) et w, (2,).

o W, + W, a pour affixe z, + 2,. o w; - W, a pour affixe z, - 2,.
* -W; a pour affixe -z,. * Soit A € R, Aw, a pour affixe Az,.

Interprétation géométrique

. . . M(2)
Soit M un point d’affixe z. Alors : +
¢ -z est |'affixe du symétrique de M par rapport a l'origine ; v/
¢ 2 est I'affixe du symétrique de M par rapport a I'axe des abscisses. | o —
; u
£ 4+
M’ (-2) | M”(2)
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= Il Déterminer et utiliser des afflxes

Enoncé
1. Dans le plan complexe ci-contre, on a placé les points A et B. Y
Lire les affixes du point A et du vecteur AB. A 3T
2. Dans un repére orthonormé, placer : +27
a) le point C d'affixe 3 - 2i; v x
b) 'ensemble des points M du plan dont I'affixe z vérifie : thols 4 3
e Re(z) =2 eIm(z2)=3 * Re(2) =Im(2). T +B
3. a) Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme. 27

b) Déterminer I'affixe du centre du parallélogramme.

m . Conseils & Méthodes ..

1.A(-1;2). Donc z, = -1+ 2i. ﬂ y ISI A(a; b), alors Iaffixe du point
—=( 2 . 44 : "Aestz,=a+ib.
AB(_3J. Donc z =2 - 3i. ﬂ Im(z)=3 : .
> ¢ Siw| |alorsz— =a+ib.

2.a) z-=3-2i,donc C(3; -2). >4 [b] w
b) Posons z=a + ib, avec a et b deux réels. Re(z) =12 ﬂ Si M a pour affixe a + ib aveca
On a alors M(a ; b). ﬂ R .. % 7 etbdeuxréelsalors M(a; b).
eRe(z)=2 > a=2 ﬂ 3 2-19u 2 3 4 5  : FTraduire la condition en

N T : "utilisant les coordonnées de M.
Il faut tracer la droite d'équation x = 2. i +C .

4 ﬂABCD paraIIeIogramme si, et

-Im(z)=3<:>b=3ﬂ 34

" . Re(2) = Im(z seulement si, AB=DC.
Il faut tracer la droite d'équation y = 3. 4+

Deux vecteurs sont égaux

*Re(z)=Im(2) ©@a=b .~ si, et seulement si, ils ont

Il faut tracer la droite d'équation y = x. la méme affixe.

3. a) ABCD est un parallélogramme & AB =DC ﬂ

© 2 =2 ﬁ

ﬁﬁa pour affixe z; - z,.
(:)2—3i=zc—zDﬁ

Le centred’'un
parallélogramme est le milieu
de ses diagonales.

=z —(2 -3
© 2p = 2c~(2-3i) ﬂLemllleude[AC]apourafﬁxe

& 2p=3-2i-(2-3i) ZA"'ZC
S 2p= 1+i. 2
Pour que ABCD soit un parallélogramme, I'affixe de D doit étre égalea 1 +1i. s ’
b) Soit | le centre du parallélogramme. | est le milieu de [AC]. ﬂ
% -Mﬂ Donc | a pour affixe 1
: 5 . ﬂ P .
Soit (O ; U, V) un repére orthonormé. B On considere deux points A et B daffixes
1. Déterminer I'affixe des points O, U et V. zp=1+ietz;=2-4i.
2. Tracer ce repeére, et placer le point A d’affixe -1 + 2i et Déterminer I'affixe du point C pour que B soit le milieu
un vecteur w d'affixe 2 - i. de [AC].
ﬂ Pour chaque question, représenter graphiquement On considere deux points A et B d'affixes
I'ensemble des points M dont I'affixe vérifie la condition zy=-2+5ietz;=3+7i.
demandée. Déterminer I'affixe du point C tel que AC = 3AB.
a) Im(z) =-2
b) Im(z) =2 xRe(z) + 1. Y Exercices 38 a 49 p. 62
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Cours

9 Module d'un nombre complexe

Module d’un nombre complexe

Soit M un point d’affixe 2. Le module de 2, noté |z| est le réel positif défini par |2] = OM.
Siz=a+ibavecaetb deux réels. Alors |z| =/a® + b2

¢ Exemple Soitz=2+i.Alors |z = /22 + 12 = /5.

Cas particuliers

*SizE R, alorsonaz=aaveca €R, etalors |z| =+ a? =|a| (valeur absolue de a).
*Siz € iR, alors on az=ibavecb ER, etalors |z = \/b? =|b| (valeur absolue de b).

(CRemarque

Siz =2/, alors |z| = |Z/|. Mais la réciproque est fausse. En effet, |1 +i| = /12 + 12 = J2 et [1-i]= P +(-1)% = V2.

Propriétés du module

Soit 2 un nombre complexe.

@Dlz=02=0 @ -2l =4 ®lz|=|z| ®zxz=|z]

Démonstration

(2)et(3)=» Exo 89 p. 65

(&) Posons z = a +ibaveca et b deux réels.On aalors z = a - ib
zxz=(a+ib)a-ib)=a®-(ib)? =a?+b?=|z>.

Module et opérations

Soit z et 2 deux nombres complexes.

@lzxZ| =2 x| (3)Siz+# 0, alors

’

1z

Z

2| g

1’ 1
—|=—et
2| |

(2 Pour tout entier naturel n, 27| = |2|" Wz + Z|<|2 +|<]

@ Démonstration

DexZP=22 x 22’ =2x 2" XZ x5 =22 x2' 2 =|z[2 x|z’ P =(|z|><|z’|)2. 5, :
Or|zx 2| € Rt et|g] X |2/| € R*. Donc [zx 2| = |2| X |Z]. lienminifi/maths-€02-04 | [a]z

(2) Pour toutn € N, on considére la propriété P(n) : «|27| = |2 ».
Initialisation : pourn=0, 2% =|1| =1 et|z]° = 1. Donc || = |2|°.
Donc P(0) est vraie.

Hérédité : soit n € N.. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
|2711| = |27 x 2] = |2"| X |2] = |2|" % | 2| = |2|™*". Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : on conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie. Donc pour toutn € N, |2"| = |2|".

1 1 1 1 1
(3)z x —=1Donclz x — =|1|.Donc|z|><—‘=1.Donc— =
z z z z |z|
T, 1], 1 1 1 !
2 — 2 x—~ DoncH =|z" x =wqx_=qu_:JZ[
2 z z 2| z lz| |z]

LA Distance et module

Soit A(z,) et (z5). On a AB = |25 - 2,| = |24 — 25 |-
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(résolus

Déterminer et utiliser le module d’'un nombre complexe

Enoncé

1. Déterminer le module des nombres complexes suivants.

a)z,=7-2i b) z, =3i

Q) z;=

1+i

2. Soit A et B deux points d'affixes respectives z, = 6 + 3i et z; = 3 - 4i. Déterminer la distance AB.

3. Dans un repére orthonormé (O ; u , v), déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que :

a) |z]=3

ll solution |

1.a) z; =7 -2i.Doncz,| = 72 +(=2)% =+/53. ﬂ

b) z,=0 + 3i. Donc |z, = /02 +3% =3

5 5

i 10 R

|-5] |-5+0i] (=5?%+02 5 52

Donc|z;| = —_—=—

il 1] f2ee V2 2
2.AB =3 - 4i—(6 + 3i)| = |-3-7i|. Donc AB =
3.a)|z|=3<:>|z—0|=3u

< O0OM=3

b) |z-3 +4i|=2

L'ensemble cherché est donc le cercle de centre O et de rayon 3.

b)|z-3+4i|=2 o |z-(3-4i)|=2 ﬂ
Soit A le point d'affixe 3 - 4i.
lz-3+4i|=2< AM=2.

(=32 +(-7)2 = /58. H

o|z-2+i|=|z+4-2i|

L Conseils & Méthodes [N

Siz=a+ibaveca et b deux réels, alors
|z = \a? + b2.

ﬂ Il nest pas utile de déterminer la forme
algébrique de z;. En effet, pour tous
nombres complexes z et Z’ tel que

z |Z
2

ﬂ Une distance peut étre calculée avec le
module : AB = |z - 2.

Z #0,0na

u Un module peut s'interpréter comme
une distance entre deux points.
Pour cela, il faut I'écrire sous la forme
|z - z,| avec z, I'affixe d'un point
donné.

L'ensemble cherché est donc un cercle de centre A(3 ; —4) et de rayon 2.

A)lz-2+il=|z+4-2i| = |z-(2-i) = |z- (-4 + 2i)| ﬂ
Soit B le point d'affixe 2 —i et C le point d'affixe -4 + 2i.
lz-2+i|=|z+4-2i|<BM=CM

L'ensemble cherché est donc la médiatrice du segment [BC], avec B(2 ; -1) et C(—4 ; 2).

A vous de jouer ! JlL

E Déterminer le module des nombres complexes
suivants.

a)z, =-3+9i

b)z,=2i-4

ﬂ Déterminer le module des nombres complexes
suivants.
a) z; = (3 + 2i)(5 - 4i)

3+2i

D na

Dans un repére orthonormé (O ; U, v), on considére
les points A et B d’affixes respectives z, = 2 + 5i et
zg=-1+2i.

Déterminer les distances OA et OB.

n Dans un repére orthonormé (O ; u , v), déterminer
I'ensemble des points M d'affixe z tels que :

a)|z|=18
b) [z+2-i|=4
o) |z-3-i|=|z+5-2i

) Exercices 50 a 55 p. 62

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications
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Cours

e Argument et forme trigonometrique
Angle orienté

Soit w; et w, deux vecteurs et M et N deux points tels que w, = OMet w, = ON.

Soit M’ et N’ les points d’intersection de [OM) et [ON) avec le cercle
trigonométrique.

Si M’ est I'image d’un réel x et N’est I'image d’un réel y, alors une mesure de
I'angle orienté (w, , w,)est y - x.

Cas particulier : si M’ est le point image du réel x, alors une mesure de I'angle

orienté (4 , OM) est .

(CRemarque Un angle orienté a une infinité de mesures. Si 0 est I'une d’entre elles, alors 6 + k2w avec k € Z est
aussi une mesure de I'angle orienté. On notera donc (W, , w,) = 8[27] (lire « @ modulo 27 »).

—

p Exemple (i, ¥)= g[Zn] et WV, )= —§[2n].

Argument d’'un nombre complexe

Soit zun nombre complexe non nul et M le point d'affixe z.
Un argument de z est une mesure en radians de I'angle (4 , OM). On le note arg(z).

(Notation Un nombre complexe a une infinité d’arguments. Si 8 est un argument de g, on notera:
arg(z) = 0[2m]. arg(z) = 6[a] (« ® modulo a ») signifie que arg(z) =0 + kxa, aveck € Z.

(CRemarque Le nombre complexe z= 0 n'a pas d’argument.

1 Exemple arg() = g[zm.

Propriétés des arguments

Soit zun nombre complexe non nul.

¢ 2E€ R © arg(2) = 0[27] ¢ arg(-2) = arg(2) + n[27]
ez E i[RH:)arg(z):g[Zn] e arg(z) =-arg(z)[27]
e 2€ R & arg(2) = n[2n] ¢ Pour tout k € Z, arg(2) + 2kn = arg(2)[27]

e zE€EIR e arg(z)= —%[27:]

Déterminer un argument

Soit zun nombre complexe non nul tel que z=a + ib avec a et b deux réels.

cos(6) =ﬁ

Alors un argument de z est un réel 0 tel que :
sin(0) =—

|2

Egalité de deux nombres complexes

Deux nombres complexes non nuls sont égaux si, et seulement si, ils ont méme module et méme
argument (modulo 27).

Forme trigonométrique

Tout nombre complexe znon nul peut s‘écrire sous la forme z=r(cos(6) + i sin(8)) avecr = |2| et 6 = arg(2)
[27t]. Cette écriture est appelée forme trigonométrique de z.
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Déeterminer et utiliser un argument et une forme trigonomeétrique

Enoncé
1. a) Déterminer un argument du nombre complexe z= -1 +iv/3.
b) En déduire la forme trigonométrique de z.
2. Soit z, un nombre complexe tel que |z,| = 8 et arg(z,) = 37“[211].
Déterminer la forme algébrique du nombre z,.
3. Déterminer dans le repére orthonormé (O ; u, v), I'ensemble des points M d’affixe z tels que

arg(z)= —g[ZTE]-

{ Soluton | [

1. 2) On calcule d'abord | dule d Commencer par calculer le module de z.

a) On calcule d’abord le module de z.

\2]= TR+ AR =2 ﬂ Siz=a+ib, aveca et b deux réels, alors| z| = \/a? + b?
Z|=J(=1)% + :

ﬂChercher ensuite un argument de z. Il faut déterminer

Donc z = 2x(_5+]\/—] cos(G):i
un réel 6 tel que 2]
cos(0) =—— sin(8) =
On cherche un réel 6 tel que ﬂ |z|
sin(0) = £ La forme trigonométrique de z est z = r(cos(0) + i sin(0))
2 avecr =|z| et 0 = arg(z)[2n].

0= 2?“ vérifie les deux équations. ﬂ Déterminer la forme trigonométrique de z.

= |2|(cos(arg(z)) + i sin(arg(z)))
Calculer les valeurs des cosinus et des sinus, puis
développer.

Doncarg(z) = Z?TC[ZTE].

b) La forme trigonométrique de zest :

N
o))

Donc z, = 8(0 - i) a

Donc z, = -8i.
3. arg(z) = -E[zn] & (G,0M)= -E[zn]. R

ﬁOn interprete un argument d'un nombre complexe
comme la mesure d'un angle orienté.

Donc I'ensemble des points M tels que arg(z) = ——[21t] est une demi-droite d'origine O, privée de O et de vecteur

directeur W tel que (G, w) = __[271;]

A vous de jouer ! JlL

@ Déterminer un argument puis la forme trigonomé- m Déterminer dans le repére orthonormé (O;u, V)

trique des nombres complexes suivants.
a)z;=\3-i  blz,=3+3i  z=-2

m Déterminer la forme algébrique des nombres com-

plexes suivants. EF3 Déterminer dans le repére orthonormé (O; d, V)
O[]

a) z le nombre complexe tel que |z1| =5 etarg(z1) = %[an I'ensemble des points M d'affixe z tels que arg(2) =

b) z, le nombre complexe de module 4 et

, 5m
d'argument P

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications

Conseils & Méthodes

I'ensemble des points M d'affixe z tels que arg(z) = —g[ZE].

) Exercices 56 a 64 p. 63

51
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° Relations trigonomeétriques et propriétes
des arguments

Formules d’addition

Pour tous réels a et b,

@ cos(a - b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) ) sin(a - b) = sin(a) cos(b) - cos(a) sin(b)
() cos(a + b) = cos(a) cos(b) - sin(a) sin(b) @) sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

® Démonstration

(1) Soit w, et w, deux vecteurs de norme 1 tels que W{ w,

sin(a) € sin(b)

D'une partw; - w,, = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b).
D'autre part w; - w5, =||w; || x ||w; || x cos(w;,w)
=1x1xcos-a.
car cos(t) = cos(-t) pour tout réel t. ;
Donc cos(a - b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b). W

=cos(a-b) sin(b)| .

COS(G)] ﬁ[cos(b)J

Démonstration
lienmini.fr /maths-e02-05 =]

-

A E
E

Pour démontrer les autres formules : - cos(b) O
(2) On remplace b par —b dans la premiére formule.

(3)sin(a - b) = cos(g—(a - b)) = cos(g -a+ b) puis on utilise

la deuxieme formule.
() On remplace b par —b dans la troisiéme formule.

Formules de duplication

Pour tout réel a,

e cos(2a) = cos2(a) - sin%(a) = 1 - 2sin%(a) = 2cos%(a) - 1 e sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

I Démonstration

On utilise les formules d’addition avec b =a.

Argument et opérations

Soit z et 2 deux nombres complexes non nul.

@ arg(zx 2) = arg(2) + arg(2)[2n] ® arg[ =-arg(z)[2n]
(@ Pour tout entier naturel n,

arg(z") = n x arg(2)[2x]. ® arg[z;J =arg(z’) - arg(z)[2]

N | =

® Démonstration

etz =r(cos(0’) +isin()).

Alors zZ' = rr'(cos(0) cos(0’) — sin(0) sin(0”) + i(cos(0) sin(8”) + sin(6) cos(V")).
Donc zZ' =rr'(cos(0 + 0”) + i sin(6 + 0")).

Donc arg(zz’) = 8 + 0'[2m]. Soit arg(z x 2) = arg(2) + arg(2)[27].

(2) On démontre le deuxiéme point par récurrence.

zZ

®Z =7 x 1 bonc arg[z—] =arg(z’) + arg[lj[ZTc]. Donc arg[z—] =arg(z") - arg(z)[2n].
Z Z Z Z Z

(1) Soit zet 2 deux nombres complexes dont la forme trigonométrique est z = r(cos(6) + i sin(8))

@ % z=1.Donc arg(l X zj =arg(1)[2n]. Donc arg[l]+ arg(z) = 0[2x]. Donc arg(l] =-arg(z)[2n].
Z zZ zZ
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5 Utiliser les formules d’addition et de duplication

Enoncé

. . T - n
1. Déterminer la valeur de Bl puis en déduire la valeur de cos[ﬁj.

T T . z < . T
2. En remarquant que B =2X =t utiliser une autre méthode pour déterminer la valeur de cos(ﬁ).

il Solution e Conseils & Méthodes  NUNNNN

T n 4t 3w T

R TR TR |

ol Sl 3 el

1 2 B 2 2
=—X—+—X—=—X(1 3).
T g ey = )

Pour soustraire deux fractions, il faut
qu'elles aient le méme dénominateur.

Utiliser les formules d’addition
cos(a - b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

Utiliser les formules du duplication

cos(2a) = cos?(a) - sin?(a) = 2cos?(a) - 1

2.£=2X£.Donccos kil =2cos? I —1.Donc£=2cos2 r -1.
6 12 6 12 2

2++/3
D’ot1 2cos? (1) =1+ ﬁ ﬂ Donc cos? (1) = 2443 .Or cos(lj >0, donc cos(l) = 1’& = J—
12 2 12 4 12 12 4 2

A vous de jouer ! Jl.

En remarquant que g+ % = ?—T;, déterminer En utilisant les formules de duplication, déterminer
T T
la valeur de cos| — | et sin| —|.
les valeurs exactes de cos(s—nj et sin(S—n]. [8) (8)
12 12 Y Exercices 65 a 67 p. 63
xode
Ea Utiliser les propriétés des arguments
Enoncé
On considére les nombres complexes z, = —+/3 +i et 2, = -4i. Déterminer un argument de 2, 2, et de 2,292

il Solution O Conseils & Méthodes  JNR
EAENENC RN 1 | 2|

ﬂ Il nest pas utile de déterminer
la forme algébrique de z,z, :

cos(0) = —ﬁ S arg(z,z,) = arg(z,) + arg(z,)[2n].
On cherche un réel 0 tel que 1 Doncarg(z,;) = ?[275]. ﬂ Pour déterminer un argument
sin(0) = 3 de z,, commencer par calculer

le module de z,.
ﬂ arg(g") = n x arg(2)[2m]

Pour simplifier, utiliser :

. il 3n
Par un raisonnement similaire, on montre que arg(z,) = 7[21t].

7
Doncarg(z,3,) = S?TC + 37“[21'5]. Soitarg(z,z,) = T“[Zn] ou encore arg(z,3,) = g[Zn].

10100, ; 841x12m+8x arg(z) + 2kn = arg(z)[2x].

5
o arg(22 %) = 2020 x X 25| = [27] [2n] t
6 8 6 4 Pour cela, effectuer la division
=841 2m + ?“[215]. ﬂ Donc arg(z2020) = T[Zn]. euclidienne de 10 100 par 2 X 6,

donc12.10100=841x 12 + 8.

A vous de jouer ! [V

On considere les nombres complexes z; = -1 + i3 m On considere les nombres complexes z=5 - 5i.

z stermi 500

etz,=1+i. Déterminer un argument de —. Déterminer un argument de 2>
z

2 ) Exercices 68 a 70 p. 6

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications 53
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e Forme exponentielle

Fonction exponentielle complexe
Soit fla fonction définie sur R par f(6) = cos(6) + i sin(6).

¢ En utilisant les formules d’addition du cosinus et du sinus, on montre que, pour tous réels @ et 8’ :
f(0 + 0") = f(0) X f(8"). De plus, f(0) = 1.

* Par analogie avec la fonction exponentielle dans R, on pose f(8) = e, soit e® = cos(0) + i sin(6).
Ona|ei®| =1 et arg(e’®) = 6[2n].

Exemple

hd Ty .. (®) .
e 2 =cos| — |+isin| —|=i.
2 2

Forme exponentielle d’'un nombre complexe
Tout nombre complexe znon nul s'écrit sous la forme z = re® avecr = |z| et 8 = arg(2)[2x].
Cette écriture est appelée forme exponentielle de z.

Réciproquement, si z est un nombre complexe tel que z=re®® avec r > 0, alors r = || et 8 = arg(2)[2].

Exemple -
I Soitz=1+i.0na |z|=+/2 etarg(z) = %[275]. Doncz=+2 e 4.

(CRemarque Pour obtenir une forme exponentielle, il faut impérativement avoir r > 0.
T

—i—
Par exemple -2e 6 n'est pas une forme exponentielle.

Calculer avec la notation exponentielle

Pour tous nombres réels 9 et 8’ :

o @i x @it — @i(6+6") . l — a0 — @i
) ) eif
* pour tout n € Z, (e'®)" = ei"® e io-o)
. . e—=¢
* pour tout k € Z, e(®+k2m — o0 ei®

Egalité de deux exponentielles complexes
Pour tous nombres réels 0 et ', ei® = ei® < 6 = '[27].

Formule de Moivre

Pour tout © € R et tout n € Z, cos(nB) + i sin(nb) = (cos(O) + i sin(6))".

L Formules d’Euler

Pour tout © € R, cos(0) = %(eie +e ) etsin(0) = %(eie -e ),
i

@ Démonstration
%(eie +e79) = —(cos(0) +isin(0)+ cos(-0) + isin(-0)) = %(cos(e) +isin(0) + cos(B) —isin(O))

X (2cos(0))

N|[= N|=

Donc cos(8) = %(eie +e )

On utilise un raisonnement similaire pour sin(6).
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En Déterminer et utiliser la forme exponentielle d’'un nombre complexe

Enoncé

1. Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants.
T
2z,
LT

a) z, de module 2 et d’argument 5?15 b) z, = e's z12 Q) z;=

&
T € @
i—

2. 0n considére le nombre complexe z = 2e 6. Déterminer la forme algébrique de z'°.

3cos0 +cos360

4 s Conseils & Méthodes [ EESE.
m ﬂ La forme exponentielle de z est

o) Onae = is?” z=rel® avec r = |z| et © = arg(z)[27].
. na =z€
1 ﬂ a (ab)n =a"x b et (eie)n — eine

ﬂ eif % eiG' - ei(9+(-)')

o
AN ()
R

a € = cos(0) + i sin(0)

3. En utilisant les formules d’Euler, montrer que cos3(0) =

T 51 T 101

Sl £ ik i 2 2
b)z,=e 6Xx[2e 6 | =e 6x4xe 6 =4xe 6xe 6 ﬂ

l(_E ‘0_") om 3n
Doncz2=4><e 6 6J)-4xe 6 =4xe 2,
2%2 is?n i(Sn (1:
x2e s s
7n—4e

D u Donc z; = 4 x e,

Déterminer la valeur du cosinus

DR et du sinus, puis développer.

e 6

n 10 x 10 1ox
2.20=12e6| =20x|eé6| =1024xe 6 ﬂ

Sm
Donc 20 =1024x e 3 =1024 x (cos(S—n) + isin(S—nn. ﬁ
3 3
NE)

Donc 2'° :1024><(%—17J:512—ix512\/§, ﬁ

ﬂAppquuer la formule d’Euler :
1 . )
cos(8) = E(EIG +e719),
La formule du bindme de Newton

n
est:(a+b)" = Z[ZJakb”‘k )

k=0
ﬂ (€)1 = ein® gt @i® x @0’ — @i(6+6")
] Y 1 1 il —il
3. D'apreés la formule d'Euler, cos(8) = E(e‘e +e710), ﬂ WOn réutilise la formule d’Euler :

3 _ o e
Donc cos3(6) = G(eie + e‘ie)) = % x (e +e710)3 ﬂ cés(e) _'E(e’ +edonc
(e + ™) =2 cos(6).

= % x ((ei")o(e-i")3 +3(e™)(e710)2 + 3(e®)2(e=10)" + (ei9)3(e—i9)0) N eeeeeessittccttctttttccanennonnnns .

1o e 1 P N
=—x(e- i0 3 -i0 3 i0 3i0 =3¢ -3i6 3i0 3 -i0 CAY . x (2 30)+3 %2 0

. (e +3e 91360 4 e ) ﬂ 5 (e +e39 43 ®+e )) 5 (cos( )+ cos( )) m
3cos(0) + cos(30)

Donc cos3(0) = 7

A vous de jouer ! [V

Déterminer la forme exponentielle des nombres m Déterminer la forme exponentielle des nombres
complexes suivants. - complexes suivants. -
a) z, de module 3 et d'argument —— R R i
3 i— —i= 8e 6
T a)z1=\/§e4><2e 2 b) z, = -
b) z,=e 3 27 -z
4e 3
BN En utilisant les formules d’Euler, montrer que o iz
- ~sin(30) + 3sin(0) m On considére le nombre complexe z = +/2 e 4. Déter-
sin°(6) = 4 . miner la forme algébrique de z2°.

) Exercices 71a 77 p. 64

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications 55
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G Ensembles de nombres et geomeétrie

Ensemble U

Notons U I'ensemble des nombres complexes de module 1.

s 1
Si z et 2" sont deux nombres complexes appartenant a U. Alors zx 2 € Uet— € U.
z

Démonstration

lgx2|=|z|x|z’|=1x1=1.Donczx 2 € L.

1T 1 1
=—=-=1.Donc—€U.
EI z

z

Racine n-ieme de 'unité

Soit n € N". On appelle racine n-ieme de I'unité, un nombre complexe z tel que 2" = 1.

Siz€ U, alors |z| =1, donc z # 0. De plus

On note U, I'ensemble des racines n-iémes de I'unité.

2ikn
[Un={e n ,ke{0;1;2;...;(n—1)}}

¢ Démonstration o
Z"=1.Donc |z|" = 1. Et comme |z| € R*, alors |z| = 1. Posons donc z = e, Démonstration ]
[=]

) 2k ienmini. 602
=1eM=e0=n0=021 ©n0=0+2kn,kEZ =0= n, kez flnmini /maths-¢02-06
n

Or 2" =1 est une équation polynomiale de degré n. Donc elle admet au plus n solutions.

Donc&an{e%,ke{O;];z;...;(n—])}J.

¢ Exemple
2im - Ain 2im 4im o Gin
Us;=1<1;e3 ;e 3 retU,=41;e 4 ;e 4 ;e4 ,donclU,={1;i;-1;-i%

(CRemarque Les racines n-iemes de l'unité sont les sommets d'un polygone régulier a n c6tés, inscrit dans le

cercle trigonométrique.
%2 n=3 n=4
Argument et angle

Soit A(z,), B(zg), C(z() et D(zp) quatre points distincts.

Alors (AB, AC) = arg[zc ~2a ][211:] et (AB,CD) = arg[zD ~e ][271:].

25— 3, Zg
« A, B et C sont alignés < (AB, AC) = 0[] * ABC est rectangle en A < (AB, AC) = g[n]
* (AB) // (CD) & (AB, CD) = 0[r} * (AB) L (CD) &> (AB, CD) = ~[x].

2

CRemarque 6 = 0[r] signifie 6 = 0[2n] ou 6 = [2n] et O = g[n] signifie 6 = §[2n] oub= —g[ZN].
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5 Utiliser les racines de l'unité pour étudier les polygones réquliers

Enoncé

En utilisant les racines n-iémes de I'unité, tracer un octogone régulier inscrit dans le cercle trigonométrique dont un
des sommets est le point A d’affixe 1. Puis, déterminer la longueur de ses cotés.

m j Conseils & Méthodes |

e Les sommets de |'octogone correspondent aux racines 8-iémes Un octogone est un

de I'unité. polygone a 8 cotés.
2ikm 2im in T
4% EL A i
Ug=1e 8 ,ke{0;1;2;...;7}.z,=1=e0;25=e8 =e4 R Pour placer B[e4],
on trace la droite
S

déquation y = x.

iZ ) .. (m
ﬂe4=cos — | +isin| =
4 4

® Tous ses cotés ont méme longueur. Calculons AB.
Pour tout réel x,

cos(%] + isin(%) - 1‘ ﬂ
cos2(x) + sin%(x) = 1.

i J[ws@_gi(ﬂ-ng)jl Jo )22 1o ) S .-

Donc AB = \/2 -2X g =2-2. La longueur de ses cotés est donc /2 - /2.

i
zc=e 8 =e 2 etainsi de suite.

§Z
AB=|e 4 —e” =

Tracer précisément un triangle équilatéral inscrit m On veut étudier le pentagone régulier inscrit dans
dans le cercle trigonométrique et déterminer son le cercle trigonométrique. Déterminer une valeur appro-
périmétre. chée de la longueur de ses cotés.

) Exercices 78 a 79 p. 64
hode
En Utiliser les arguments en geomeétrie

Enoncé

Soit A, B et C trois points d'affixes respectives z, = 2i, z; =2 + i et 2. = 1 - i. Montrer que ABC est rectangle en B.

m e, Conseils & Méthodes NN

— Z- -2, 9 b

(BA,BC) = arg[zc zB J[Zn] : ﬂ Pour déterminer la forme algébrique

A~ 2B . , : a+ib S

o fe= % _ 1-i- Qi) _-1-2i _(-1-2)x(-2-1) d’un quotient de la forme T multiplier

Zy -2y 20-Q+i) -2+ (-2+i)x(-2-i) ﬂ . lenumérateur et le dénominateur 3

2+i+4i-2 5i ¢ pard-ib. :

o2 _2 & cosf=0 :

— — (-2 - n5 : ﬂOn cherche 0 tel que 3

Donc (BA, BC) = arg(i)[2n| = 5[27:] ﬂ : sinf=1 :

Donc ABC est un triangle rectangle en B. ® 0000000000000000000000000000000000000000000 ¢ S
@ Soit A, B et C trois points d'affixe respectives m Soit A, B et C trois points d'affixe respectives
zZy=1-2i,zz=2etz-=4+4i 2, =1-2i,z5=2et z-=-2+ 2i. Démontrer que les droites

Démontrer que les points A, B et C sont alignés. (AB) et (BC) sont perpendiculaires.
) Exercices 80 a 87 p. 64

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications 57
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20de
En Effectuer des calculs en choisissant une forme adaptee

Enoncé

. er: . == =0
Soit A et B d'affixes respectives g, =2e 3 etz,=—o1:.
2 B 24i

1. La droite (AB) est-elle paralléle a I'axe des ordonnées ?
2. Donner la forme algébrique de 2,220, Est-ce un nombre réel ?
I
3. Déterminer la forme algébrique et la forme exponentielle de B,
z
AT T A
4. En déduire une valeur de cos(ﬁj.

 Solution e Conseils & Méthodes _ SRS

el et | |

(3—i)(2—i)_6—3|—21+1 _5-51i .
eesy. 22 5 'R

Re(z,) = Re(zy) = 1. Donc (AB) est paralléle a I'axe des ordonnées.

225 1= R +(-1)2 =2. H
cosG—L
2

On cherche 0 tel que 1
sin® = i

T . P .
6= = vérifie les deux équations.

ﬂ (AB) est paralléle a I'axe des ordonnées
si, et seulement si, A et B ont la méme
abscisse, c'est-a-dire Re(z,) = Re(zp).

Etz, =

ﬂ Pour déterminer la forme algébrique
a+ib

+ib”

et le dénominateur para’ - ib’".

multiplier le numérateur

Pour déterminer la puissance d'un nombre
complexe, on utilise la forme exponentielle.
On calcule donc le module et un argument.

u Pour tout k € Z, ei®+2km) = gi6,

E Pour déterminer la forme algébrique,
utiliser les formes algébriques de z;
et de z,. Pour déterminer la forme
exponentielle, utiliser les formes
exponentielles de z, et z;.

LT

Donc arg(zg) = —%[21‘5], etz = J2e ',

72020 22020
=i= 2020 =fi=
z§020=[«/§e 4] =\/5 X[e 4]
Deux nombres complexes sont égaux si,

Donc Zz 020 _ 2020 e-i%xzozo =22%% y eis05 T, et seulement si, ils ont méme partie réelle
Or e-1505T _ i (-5067+T) _ oi (~253x2m4m) _ gin_ ¢ etméme partie imaginaire.
Donc sz 020 \/52 020 gim \/52 Ozo(cosn +isinTr).
Donc z, = \/fz 020(—1) =-21010 ¢ Zg est un nombre réel.
3 B M- (1=1)(1+i3) =1—i+iJ§+J§
z, 1-i3 (1-iV3)(1+iv3) 1+3 4

T
—i— [ (= 7
2y 1+43 -1+3 3 2e 4 2 [‘—‘[‘—D 1=
Donc =B = \/_+1 \/_et—B=\/_ =£><e vz =£e12.
Z) 4 4 Z, % 2 2
2e 3
Z, + + +
4.Ona—5:£x cos£+isin I Doncﬂxco i —iDo nc cos z oL J— ﬁxa J—) ﬁ
zZ, 2 12 12 2 12) 4 S22 4

A vous de jouer ! JlL

[25] Soitz, =3+ 3ietz,= 23 +2i. B soitz = 42
VAl

En utilisant plusieurs formes du nombre complexe z,z,,

51 Déterminer la forme algébrique de z? 92!
déterminer une valeur de cos )

) Exercices 88 a 95 p. 65
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50de
E “» Cours 1p. 46 2 p. 48
f.t.‘.‘.c.llﬁ'f.q.'?:“. configurations du plan 3p.50 6 p. 56
Enoncé

Soit A, B et C trois points d'affixe z, = 3 + 6i, z; = -1 - 2i et 5. = -3 + 4i.
1. Montrer que O, A et B sont alignés.
2. Montrer que A, B et C appartiennent a un méme cercle de centre E(1 ; 2), dont on déterminera le rayon.

3. Déterminer l'affixe du point D tel que B soit le symétrique de D par rapport a A.

4. Déterminer I'ensemble des points M tels que arg(z 1+2'J —[ IE

1. (OA OB) arg(

® eecsccve conseils & MéthOdes ..........

J[2ﬂ:] ﬂ ] O, A et B sont alignés si, et seulement si,

Gy=iy e o_—1—21 (OA, OB) = O[n].

Zp=Zp 3+6i-0 3+6i ﬂSi 2z € R, alors arg(z) = w[2m].
Zy =25 (-1-2)(3-6i) -3+6i-6i+12i% _-3-12 1
Z,—25 (3+6i)(3-6i) 262 9+36 3

ﬂ M appartient au cercle de centre E

1 et de rayon r si, et seulement si, EM =,
Donc (ﬁ, @) = arg(—gj [211:]. Donc (FA, ﬁ) =T [21t] ﬂ soit |z — z¢| =.

B est le symétrique de D par rapport a A
si, et seulement si, A est le milieu de [DB].

EA =12, - 2| =13 + 61— (1420) | =2+ 4i| = |22 + 42 = J20. R soit Az, Bleg) et M(z).
arg[z - ZA] = arg[ZA ~ z] =(MB, m)[Zn].

EB = |25 — 2¢| = |-1-2i— (1+2i)| =|-2 - 4i| = \[(-2)2 + (- 4 =20, ;

Z - Z, Zn —
EC=lzc - 2g|=|-3+4i-(1+20)|=|-4+2i]= (- 42 +22 =20 ~ ' ST SRR
EA =EB = EC = /20.

Donc A, B et C appartiennent a un méme cercle de centre E et de rayon /20.

Donc O, A et B sont alignés.
2. Calculons EA, EB et EC.

3. B est le symétrique de D par rapport a A si, et seulement si, DA = AB. ﬂ

Soit z;, I'affixe de D.

ﬁ=ﬁ@zﬁ=zm S Z) — 3y =25~ Fp S 2y =22, — 2y & 2y =2X(3+6i) - (-1-2i)
& zp =7+ 14i

Donc pour que B soit le symétrique de D par rapport a A, il faut que I'affixe de D soit 2z, = 7 + 14i.

Zz-1+2i| = 1-2i
4. arg( — ]=E[n]@arg( >

=% T
)5

Soit F et G les points d'affixe zp = 1-2iet z; = 2.

ar (z—1+2i)_£[n]<:>ar =
= z-2 2 . 25—

Donc M appartient au cercle de diamétre [FG], privé des points F et G.

A vous de jouer ! [V

T —— = T
= E[ﬂi] == (MG, MF) = E[TC]

Soit A, B et C d'affixes respectives z, = -1 +i; m Soit A, B, Cet D d'affixes respectives z, =5; z; =2 +i;
zg=2-ietz-=4+2i zc=3+4iet z5=6+3i.

1. Montrer que le triangle ABC est rectangle et isocéle. 1. Montrer que (AB) et (CD) sont paralléles.

2. Déterminer l'affixe du point D tel que ABCD soit un 2. Soit | le milieu de [AC]. Déterminer I'affixe du point .
parallélogramme. 3. Montrer que B, | et D sont alignés.

3. Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ?
) Exercices 100 a 116 p. 66

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications
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lienmini.fr/maths-e02-04

Exercices (apprendre & démontrer

La propriété a démontrer Module d’une puissance

Pour tous nombres complexes z et z’, et pour tout entier naturel n,
|2" = |]".

© On admettra que pour tous nombres complexes z et z’, [z x 2’| =| z | x| 27|
 On utilisera un raisonnement par récurrence.

» Comprendre avant de rédiger
Testons la propriété pourn=2etn=3:
* |2 = |z x 2| = 2| x |2] = ||

*|2%| = 2% x 2l = 22| x || = | x |2] = |af*

» Rédiger

Etape @ La démonstration rédigée
Une démonstration par récurrence se

décompose en trois étapes : initialisa-  Pour tout z € C, == ¢ Pourtoutn € N, on considere

tion, hérédité, et conclusion. 20=1 la propriété P(n) : « |2"] = |2|" ».

Pour l'initialisation, on veut montrer Initialisation : pourn = 0, [2% = [1] = 1
que la propriété P(0) est vraie. et|2]° = 1. Donc |2°] = |2|°.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Etape @

Pour la deuxiéme étape (hérédité), Pour écrire la propriété a Hérédité : soit n € N. Supposons

on considére un entier naturel n P(n+1), on remplace e -

et on suppose que P(n) est vraie. tous les n par n-+1 que P(n) est vraie, c'est-a dire [2"| = |2]".
Il faut alors démontrer que P(n+1) dans la propriété P(n). Montrons que P(n + 1) est vraie, c'est-a-
est vraie. dire |2"1| = |2,

ST o —> -l x4l
On utilise les propriétés suivantes :

=|2"| x
e pour tout z € C, pour toutn €N, 1271

am x gh = gm+n N

1 1_ = 2" x|2|
" =2"xz'=2"xz =il -
epourtousz € Cetz’ €C, = |z™ .
onalzxzg’| =g x|z’ Donc P(n + 1) est vraie.
¢ I'hypotheése de récurrence.
Etape o % Conclusion : on conclut que pour tout
0 ut S— turel n € N, P(n) est vraie. Donc pour tout

n conclut pour tout entier naturel n.

P neN, |z = |2I".

» Pour s’entrainer
Soit (z,) la suite définie par z, =4 et pour toutn €N, z,, = |(1 +i) x z|.

n
Montrer que pour tout entier natureln, z, =4 X (\/5) .
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Dans tous les exercices, le plan est muni d'un repére
orthonormé (0;u, v).

EX] calcul avec les complexes
On considere le nombre complexe z=i-2.
Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

1. Le conjugué de z est :

[ali+2 [bli-2 [c]-i+2 [dl-i-2
2. La forme algébrique de 1 est:
z
1 2 .2 2 1 2 .1
e ——+i= -—-i= —+i=
E]i—2 - 3 3 [c] 5 5 @5 5

El) Lecture graphique d’affixe
Déterminer les affixes des points A, B, C, D et E représentés
ci-dessous.

J

A
2t +

Lecture graphique d’un module

et d’'un argument

Sur le graphique suivant, on a représenté des points et le
cercle de centre l'origine et de rayon 2.

Déterminer le module et un argument de I'affixe de chacun
des sept points.

(@)
ﬁhv
Yolsi K w
)/
los)
x

-3 R -1 u 3
I G
+
=3 ——E
EXA Module et argument

On considéere le nombre complexe z =2 - 2i.
Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
1.Le module de zest égal a:

[a] 4 [b] o [c] V8 [dl2

2.Un argument de zest:

T T b 3
@y B-; ©&-2 @F

EXErcices ( calculs et automatis

EED Propriété des arguments .
On considere un nombre complexe z d’argument —.
Choisir la(les) bonne(s) réponse(s). 5
1.Un argument de — zest:

T 4T 6mn T
I an on s
@ 5 5 E] 5 5
2.Unargument de Z est:
B 47 6n T
&l - 5 5 (<] 5 L 5
3.Un argument de 2z est:
B 4T 6n B
2l -5 s Gy My
4. Un argument de 2% est :
2
T 21 b T
@) (5] e
Argument
Les affirmations suivantes
R \'/ F
sont-elles vraies ou fausses ?
a) Siz=-5alors arg(z) = 0[2~]. o Od
b) Si z=3ialors arg(z) = §[2n] o 0O
c)Siz=1-ialors arg(z):%[Zn]. o Od

ES Forme trigonométrique

Pour chacun des nombres complexes suivants, dire s'il est
sous forme trigonométrique. Si c'est le cas, préciser son
module et un de ses arguments.

a)z =5 cos ™ +isin b) z,=-2 cos = +isin
3 3 3 3

<)z, = cos = +isin— d) z,=2 cos = +isin—
5 5 3 6

ez, =3 cos ™ —isin™ f) z,=4 cos =+ sin™
4 4 3 3

EA passer d’un forme a une autre
1. Déterminer la forme trigonométrique de z = V3 +i.
2. Déterminer la forme exponentielle de z =1+ 3.

T
3. Déterminer la forme algébrique de 2e'.
Forme exponentielle

T
. \ L
On considére le nombre complexe z =4e 3.,

Les affirmations suivantes

sont-elles vraies ou fausses ? v :
s
a) La forme exponentielle de -z est ~4e3, o od
ul
b) La forme exponentielle de z est 4e 3. o 0O

2 « Nombres complexes : point de vue géométrique et applications 61
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d'application

Dans tous les exercices, le plan est muni d'un repére
orthonormé (O; u, v).

Déterminer s
et utiliser une affixe B o

.................................................

- On considére le graphique suivant.

J A

3+ —+
2+ 4B
c v x

3 2 10lg 2 3

=2+
=34

1. Déterminer I'affixe des points A, B, C et D.
2. Déterminer I'affixe des vecteurs AB et CD .

EEN pans un repére orthonormé (O ;u, V), placer les
points A, B et C dont les affixes sont z, = -2 -i; z; = -3 et
2z =4i.

On considére le nombre complexe z=2 +i.
Dans un repére orthonormé (O ; i , V), placer :
a) le point A d’affixe z.

b) le point B d'affixe - z.

) le point C d'affixe z .

d) le point D d'affixe z - 3.

e) le point E d'affixe z - 3i.

On considére trois points A, B et C d'affixes respectives
zp=1-3i,z5=2-ietz-=3.

Déterminer les affixes des vecteurs AB AC et BC.

m On considére trois points A, B et C d'affixes respectives
2,=3-IW2,zg=1+iet z. =

Déterminer les affixes des vecteurs AB , AC etBC.

Pour chaque question, représenter graphiquement

I'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie la condition
demandée:

a) Re(z) =-
b) Im(z) = 0.
c) Re(z) =Im(z) + 1.

On considere les points A, B et C d'affixes respectives
zp=-3-2i,zg=5+2ietz.=1-3i

1 Déterminer les affixes des vecteurs OA et CB.

2. OABC est-il un parallélogramme ?

On considere les points A, B et C d'affixes respectives
zp=1+i,z5=2-3ietz-=-2-i.

1. Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un
parallélogramme.

2. Déterminer I'affixe du point E centre du parallélogramme.
3. Placer tous ces points dans un repére orthonormé.

m Soit A, B et C trois points d'affixes respectives z, =4 +i,
zg=6-2ietz-=-3-i

1. Déterminer I'affixe du milieu de segment [AB].

2. Déterminer I'affixe du symétrique de A par rapport a C.
3. Déterminer l'affixe de I'image de A par la translation de
vecteur BC.

On considere trois points A, B et C d'affixes respec-
tivesa, b et c.

1. Soit G le point d'affixe g tel que GA+GB+GC=0.
Montrer que g = %(a +b+c).

2.0nsuppose quea=2+3i,b=5+4ietc=3+5i.Dansun
repére orthonormé (O ; U, v) placer les points A, B, C et G.

m Les points A, B, C et D ont pour affixes respectives
2p=3+2i,z53=1-l,z.=2+2ietz;=-

1. Déterminer les affixes des vecteurs AB et CD .

2. En déduire la nature de ABDC.

3. Déterminer les affixes respectives du milieu | de [AD]
et du milieu J de [BC].

4. En déduire une autre preuve du résultat de la question 2.

m On considere trois points A,B et C d'affixes respectives
2y =-2+3i,z5=-1+i,2.=5-9i
1 Déterminer |'affixe du point D tel que AD = 2AB.

2. Déterminer l'affixe du point E tel que AE + BE = CE.

Déterminer et utiliser le modulle

.........................................

- Déterminer le module des nombres complexes
suivants.
a)z,=3-2i V2 +i

c)z3=%+i\/§

b) z,=

5
dz, ==
)z, 7|

Déterminer le module des nombres complexes
suivants.

a)z,=(3+i)(7-2) b)z,=

i
E On consideére les points A et B d'affixes respectives
zZp=5+4ietz;=2+3i
Calculer la distance AB.



d'application

E On considere les points A, B et C d'affixes respectives
zp=3-i,zg=-2ietz =2+2i

1. Calculer les distances AB, AC et BC.

2. En déduire la nature du triangle ABC.

Dans chaque cas, représenter dans un repére ortho-
normé (O ;u, V) l'ensemble des points M dont l'affixe z
vérifie :

a) |z| =4

b) |z-3|=2

E Dans chaque cas, déterminer I'ensemble des points
M dont I'affixe z vérifie :

a)|z-2+i|=3

b) [z+1-i|=-2

o |z-2|=|z-8|

d) |z- 2+ 3i| =]z + 4 - 2i|

Déterminer
et utiliser un argument

] -

gSode
et une forme trigonométrique B p 51
Déterminer un argument des nombres complexes
suivants. 7
a)z; =19 b)z2=§i

d)z, =3 +i

c)z3=—1+i

Déterminer un argument des nombres complexes
suivants.

a) z,= V2 +i6
b) z,=i\/3 +1
m On considere le nombre complexe z=-1 +1i.

1. Déterminer un argument de z.
2. En déduire un argument de - z et de z.

m Déterminer la forme trigonométrique des nombres
complexes suivants.
a)z, =7

c)z3=\/§+i

b) z, = 4i
1 i
dz,=—+-
) z, >3

m Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.

w553

Aol ()
5=l 5 oo 3]
sl

Sur la figure ci-dessous, a l'aide du codage, déterminer
la forme trigonométrique des affixes des points A, B et C.

X

J
A
T

m Sur la figure ci-dessous, déterminer la forme trigono-
métrique des affixes des points A, B, C et D.

J

C

3__
D
+ 2t

+>

-

174 X

3 -'110 U 2 3

+ 2t
C
=3+

o+

m Dans le plan complexe, déterminer I'ensemble des
points M dont I'affixe z vérifie :

a) arg(z) = g[Zn] b) arg(z) = -n[2x]

Dans le plan complexe, représenter graphiquement
I'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie :

a) arg(z) = n[2n] ou arg(z) = -n[2x]

3
b) arg(z) = %[21‘6] ou arg(z) = TR[ZTE]

Utiliser les formules d'addition .,
et de duplication *Aps3

..................................................

1. Déterminer la valeur de % + g

7
2. En déduire la valeur de cosG—TZE) et sin[%).

m Exprimer en fonction de cos(x) et sin(x).
T . T
-— b)sin| x + —
a) cos(x 4) ) (x 3)

1
Soitx un réeltel quex €|0; g} et sin(x) = 3

1. Déterminer la valeur exacte de cos(x).
2. En utilisant les formules de duplication, déterminer la
valeur exacte de cos(2x) et sin(2x).

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications 63
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d'application

Utiliser les propriétés
des arguments A p.53

.................................................

1. Déterminer un argument des nombres complexes
z, =\/§—i etz,=-1-i.

P z

2. En déduire un argument de z; x z,, —L et z15.
z
2

m 1. Déterminer un argumentde z =4 —-ix 4\/5.

1
2. En déduire un argument de — et de z' 900,
z

1. Déterminer un argument de —2\/5 - 2i.
2. En déduire que (—2\/5 - 2i)3 est imaginaire pur.

Déterminer et utiliser la forme .
exponentielle ‘a

.................................................

Déterminer la forme exponentielle des nombres com-
plexes suivants.

a) z, de module V3et d'argument 2?71

e?2

4 eim

T 4

b) z, = 5¢' x 4e'3

€) z,=

Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.

T on ) ‘
a) z, = 4e3 b) z,=3e 7 0 z3=2e?" d) z, = J2eim

J

3TA
Sur la figure ci-contre,
déterminer graphique- B 1
ment la forme exponen- v X
tielle des affixes des points 3 5 ol 3
A, BetC. =1

= +C

Dans un repére orthonormé, placer les points :
a)Adaffixe €5 b)Bdaffixe %e"‘

21
¢)Cdaffixe2e s d) D daffixe 5ei2*

T
On considére le nombre complexe z = 4e's
Déterminer la forme algébrique de 2°.

.U

. \ =

On considére le nombre complexe z = 5e 3.
Montrer que 22919 est réel.

En utilisant les formules d’Euler, montrer que

cos2(8)sin2(6) = LSSMG).

Utiliser les racines -
delunité ... s
1. Déterminer I'ensemble des racines 6-iemes de
l'unité, noté U, puis tracer précisément un hexagone
régulier inscrit dans le cercle trigonométrique.

2. Déterminer la valeur du périmétre de I'hexagone.

74:)| 1. Déterminer l'ensemble des racines 10-iémes de
I'unité.
2. Déterminer une valeur approchée du périmetre d’un poly-
gone régulier a 10 cotés inscrit dans le cercle trigonométrique.

Utiliser les arguments -
engéométrie s
Soit A, B et C trois points d’affixes respectives
2y =9+2i,zg=3-ietz.=-1-3i 2 2

1. Déterminer la forme algébrique de k = —<—A,
2. En déduire un argument de k. Zg = %a
3. Que peut-on en déduire ?

Soit A, B et C trois points d’affixes respectives
zp=-3+2i,z5=0etz-=-5-1.

1. Déterminer la forme algébrique de k =
2. En déduire un argument de k.

3. Que peut-on en déduire ?

Zc = 2a

2z, — 2,

m Soit A, B et C trois points d’affixes respectives
zp=-3-2i,z5=1-ietz.=-1+7i
Montrer que ABC est un triangle rectangle.

m Soit A, B et Ctrois points d'affixes respectives z, = 1 - 2i,
zg=2+ietz-=-1+4i
Le triangle ABC est-il rectangleen B ?

Soit A, B, C et D les points d'affixes respectives

5.
2p=3+2i,z5=1-li,z-=-2+ietz, =-T+ EI. Montrer que
(AB) et (CD) sont paralléles.

m Soit A, B, C et D les points d’affixes respectives
2p=4+2i,z3=2+i,2-=2+2ietz;=3.
Montrer que (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

m Soit A, B, Cet D les points d'affixes respectives z, = 2i,
zg=1,zc=3-ietzy=2+i

On admet que ABCD est un parallélogramme.

Zp ~ %

1. Déterminer un argument de
Zc 2

2. Que peut-on en déduire pour le parallélogramme ABCD ?

Soit A, B, C et D les points d’affixes respectives
2y =145i,z5=-2+4i,z-=-2ietz;=3-i.

On admet que ABCD est un parallélogramme.

Montrer que ABCD est un rectangle.



Dans tous les exercices, le plan est muni d'un repére
orthonormé (O; u, v).

Différentes formes oo

.................................................

Donner une valeur approchée au centieme d’'un
argument des nombres complexes suivants.

a)1+2i

b)-2+i

c)4-3i

d)-3-i

Démo
m Démontrer que pour tout nombre complexe z:
-2|=1Z|=|2l.

m On rappelle que pour tout nombre réel a:
la|=+a? .
Démontrer que pour tout nombre complexe z:
|Re(z)|<|z]| et |Im(z)|<|z|

m Démontrer que (3 - 3i)" est un nombre réel, si et seu-
lement si, n est un multiple de 4.

J6 -2

m On considére les nombres complexes z = T
etz’=1-i.

. ) z
1. Déterminer le module et un argument de z, 2’ et =.

R o z z
2. Déterminer la forme algébrique de —,.
z

3. En déduire la valeur de cos I etsin I .
12 12

m On considére le nombre complexe z=1 -.

1. Déterminer la forme exponentielle de z.

2. Démontrer que pour tout entier naturel n multiple de 4,
2" est un nombre entier pair.

Dans le plan complexe, on considére le point A d'affixe

2, =3 -i.

A T
Onposer=e3.
1. Déterminer la forme exponentielle de z," = z, xr.
2. En déduire le module et un argument de z,,".
3. Généralisation : pour tout nombre complexe z, on consi-
dérez’ =rxz.
a) Déterminer le module et un argument de z” en fonction
de ceuxde z.
b) Donner un procédé de construction géométrique per-
mettant de construire facilement le point d'affixe z” a partir
du point d'affixe z.

d'entrainement

m Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si
elle est vraie ou fausse et justifier.

Proposition 1 L'équation z —i =i(z + 1) a pour solution

.
J2e.

T
Proposition 2 Pour tout réel x € }E i 5[ le nombre com-

plexe 1 + e2* admet pour forme exponentielle 2 cosx e =%,
D’aprés Bac S 2019

Nombres complexes
ettrigonometrie
m En utilisant la formule de Moivre et la formule du
bindme de Newton, exprimer cos(3x) et sin(3x) en fonction
de cos(x) et sin(x).

1. Développer (a + b)* a l'aide de la formule du binéme
de Newton.

2. En utilisant les formules d’Euler, exprimer cos*(x) sous forme
d’une combinaison linéaire de cosinus dépendants de x.

m 1. Déterminer les formes exponentielles des nombres
complexes 1 +iet1-i.

2. Déterminer la forme trigonométrique de
S,=(+i)"+(1-i)"

3. Pour chaque proposition suivante, déterminer si elle est
vraie ou fausse et justifier.

Proposition 1 Pour tout entier naturel n, S est un nombre
réel.
Proposition 2 |l existe une infinité d'entiers naturels n tels
que S, =0.

D'apres Bac S 2018

. . 2n
m On veut déterminer une valeur exacte de cos(?).

Onposew=e 5.

1.a) Calculer w®.

b) Factoriser w® - 1 parw - 1.

c) En déduire que 1 + w + w? + w3 + w*=0. 5
2. Exprimer 1 + w + w? + w3 + w* en fonction de cos(—n]

(4nj
et cos| — |.
> T
3. En utilisant les formules de duplication, exprimer cos(?j

en fonction de cos(z?TE .

4. a) En utilisant les questions précédentes, en déduire que

cos(z—n) est solution de l'équation 4x% + 2x— 1 =0.

b) En déduire la valeur exacte de cos(z?n}

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications
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d'entrainement

Nombres complexes -
etgéométrie . b5
Soit M et N deux points d'affixes respectives :

3+i

Zy=-3-iet zy=—+

1. Les points O, M et N sont-ils alignés ? Justifier.
2.0n considere le point P d'affixe 3i. Déterminer I'affixe du
point Q tel que MNQP soit un parallélogramme.

m On considere les points A, B et C d'affixes respectives :

1. Déterminer la nature du triangle ABC.

2. Déterminer I'affixe du point | milieu de [BC].

3. Déterminer I'affixe du point D tel que ABDC soit un
parallélogramme.

On considére les points A, B, C et D d'affixes respec-
tives:

zp=3+i,25=1+2i,2-=2+4ietzy=4+3i
Déterminer la nature du quadrilatére ABCD. On ira au plus
précis.

m On considere I'équation

(E):2%2-6z+c=0,
avec c un réel strictement supérieur 9.
1. Déterminer les deux solutions complexes de I'équation
(E), que l'on notera z, et z;.
2. 50it A et B les points d'affixes respectives z, et z;.
a) Justifier que OAB est isocéle en O.
b) Démontrer qu'il existe une valeur du réel c pour laquelle
OAB est rectangle. Déterminer cette valeur.

D'apres Bac S 2017

On considere les points A(i) et B(2 ).

1. Résoudre I'équation :
Z-i
z-(2-1)

On notera M le point qui a pour affixe la solution.
2. Démontrer que A, B et M sont alignés.
3. Expliquer pourquoi, pour tout nombre réel A, le point

Lz;\( est
z-(2-1)

=3.

dont I'affixe est solution de I'équation

aligné avec A et B.

Soit W1 et w_'2 deux vecteurs d'affixes z, et z,.
1. Rappeler I'expression du produit scalaire de deux vecteurs

.X'1 — xz N .
etw, dans un repére orthonormé.

N )2

W,

2. En déduire que w; et w, sont orthogonaux si, et seule-

ment si, z1z_2 est un imaginaire pur.

m On considere la suite (z,) définie par z, = 4i et pour

toutneN, z —Hixz
’ n+1_$

-
On note M,, le point d'affixe z,. Démontrer que tous les
points M, appartiennent a un méme cercle de centre O,
dont on déterminera le rayon.

Un robot est controlé par ordinateur.
Le sol est muni d’un repére orthonormé
(O;u,V) et le robot est repéré par son
affixe dans ce plan.

Il est initialement au point d'affixe 1.
Grace a l'ordinateur, on peut lui don-

ner une liste de points qu'il devra
rejoindre un par un.

Donner une liste d'affixes de points

a transmettre au robot pour qu'il trace
ausol :

a) un carré.

b) un triangle équilatéral.

c) un triangle rectangle isocéle.

d) un hexagone.

m Soit fla fonction qui a tout point M, distinct de O et
. . . ’ ’ 3 ’ 1
d'affixe z associe le point M’ d'affixe 2’ tel que z"=-—.
z
1. On considere les points A et B d'affixes respectives

1 iz
zp=-1+iet zB=Ee3.

a) Déterminer la forme algébrique de I'affixe du point A’,
image du point A par la fonction f.

b) Déterminer la forme exponentielle de I'affixe du point
B’, image du point B par la fonction f.

) Placer les points A, B, A” et B’ dans un repére orthonormé
(0;a,v).

2. Soit r un réel strictement positif et 6 un réel.

On considére le nombre complexe z = re®.

1.
a) Montrer que 2" =—el"~9),
r

b) Est-il vrai que si un point M, distinct de O, appartient au
disque de centre O et de rayon 1, sans appartenir au cercle
de centre O et de rayon 1, alors son image M’ par la fonction
fest a l'extérieur de ce disque ? Justifier.

1
3. Soit I le cercle de centre K d'affixe z, = Y et de rayon
1

>
a) Montrer gu’une équation cartésienne du cercle T" est
X% +x+92=0.

b) On pose z=x +iyavec x et y deux réels non tous les deux
nuls. Déterminer la forme algébrique de 2’ en fonction de
xety.
) Soit M un point, distinct de O, du cercle I". Montrer que
I'ilmage M’ du point M par la fonction f appartient a la droite
d'équation x=1.

D'aprés Bac S 2019



d'entrainement

Soit (z,) la suite de nombres complexes définie par
1 2,

zg=1etpourtoutneN, z_,= gzn + gl.

Pour toutn €N, on pose u, =z, -i.

On note A le point d'affixe z,, B,, le point d'affixe u,, et C

le point d'affixe i.

1. Exprimeru, ,, en fonction de u,,, pour tout entier naturel n.

. . o
2. Démontrer que pour tout entier natureln, u_ = (5) (1-i).

3. a) Pour tout entier naturel n, calculer le module de u,
en fonction de n.
b) Démontrer que lim |z -1|=0.

n— +%

c) Quelle interprétation géométrique peut-on donner de
cerésultat?

4.a) Soit n un entier naturel, déterminer un argumentdeu,,.
b) Démonter que, lorsque n décrit 'ensemble des entiers
naturels, les points B, sont alignés.

¢) Démonter que pour tout entier naturel n, le point A

appartient a la droite déquation y=-x+ 1.
D’aprés Bac S 2018

On considére les points A et B d'affixes respectives :

h3 3
= 4 =
z, =2e4 et zy=2e 4,

1. Montrer que OAB est un triangle rectangle isocéle.

J

+ @™
+ >

|
-
O
<l
. A

2.0n considere I'équation
(B): 22 -/62+2=0.
Montrer qu’une des solutions de (E) est I'affixe d'un point

situé sur le cercle circonscrit au triangle OAB.
D'apres Bac S 2017

Travailler l'oral

l'autre.

Présenter les différentes formes d’'un nombre
complexe et expliquer comment passer d'une forme a

.................................................

Dans chaque cas, déterminer 'ensemble des points
M dont I'affixe z vérifie :

a) [2z-i|=1 b) |i-2z|=-1

|z +1] z-2i T
4 = darg ——— |==Irn
)|z+2| ) Nerrai 2[ ]

m Représenter dans le plan complexe I'ensemble des
points dont I'affixe z est telle que 2z = 4.

Pour chaque proposition suivante, déterminer si elle
est vraie ou fausse et justifier.

Proposition 1 Un point M d'affixe ztel que | z —i| =]z +1|
appartient a la droite déquation y = -x.

Proposition 2 L'ensemble des points M d'affixe z vérifiant
|z -6|=|z+5i| estun cercle.

Proposition 3 Soit z un nombre complexe différent de 2.

On pose Z = 'iz Alors lI'ensemble des points du plan
Z -
complexe d'affixe z tels que | Z| =1 est une droite passant
par le point A(1; 0).
D'apres Bac S 2019

L Traduire géométriquement la condition
(z-i)(z-0)=09.

2. Développer et simplifier autant que possible I'expression
(z-i)z-i).

3. Représenter dans le plan complexe I'ensemble des points
dont l'affixe vérifie | z|* - 2Im(z) = 8.

m Soit deux fonctions fet g définies sur C par f(z) = 22
etg(zg)=zx(z +1).

Dans chacun des cas suivants, représenter I'ensemble des
points M du plan dont I'affixe remplie la condition deman-
dée:

a)flz) ER.

c) Re(g(z)) =4

b) f(z) imaginaire pur.

d) Re(g(2)) = Im(g(2))

Soit fla fonction définie sur C\{-1} par f(z) = 2.
1.0n pose z=x +iyavec x et y deux réels. z+1
Déterminer l'expression de f(z) en fonction de x et y.

2. Dans chacun des cas suivants, représenter I'ensemble
des points M du plan dont I'affixe remplie la condition
demandée:
a)flz) =2

o flz) ER

b)f(z) = 2i
d) f(z) imaginaire pur

1EE:1 Soit A, B et C trois points d'affixes respectives z,,
z et z. Expliquer comment montrer que ABC est rec-
tangle et isocéle.

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications 67
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 bilan_

Dans tous les exercices, le plan est muni d'un repére
orthonormé (0; u, v).

Différentes formes d’un nombre
complexe

On considere les deux nombres complexe z; = 5 - 5i et
T

Ll
z,=3e 3.

1. Déterminer la forme trigonométrique, puis la forme
exponentielle de z,.
2. Déterminer la forme algébrique de z,.
3. En déduire la forme algébrique et la forme expontielle
de ﬁ.

2

12
OO_

4. En déduire la valeur de cos(%) et sin(l) .
5. Déterminer la forme algébrique de z;'

Nombres complexes et géométrie

On consideére les points A, B, C et M d'affixes respectives :
Zp=-1+i

Zg=2+i(1+ \/5)

zc=2+i(1-3)

Zy=1+i.

1. a) Montrer que les points A, B et C appartiennent au
cercle de centre M et de rayon 2.

b) Dans un repére orthonormé, tracer le cercle de centre M
et de rayon 2, et placer les points A, B et C.

2. Montrer que ABC est un triangle équilatéral.

3. Déterminer I'affixe de |, milieu de [AM].

4. a) Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un
parallélogramme.

b) Quelle est la nature de ABCD ?

5. Les points B, D et M sont-ils alignés ?

Ensemble de points
1. Dans chaque cas, déterminer I'ensemble des points M
dont I'affixe z vérifie :

a) |[z-4|=3 b) |z-2+3i|=|z+1-7i|

2. Déterminer les affixes des sommets d’un polygone ré-
gulier a 12 c6tés inscrit dans le cercle trigonométrique
dont un sommet est le point A d’affixe 1. Puis déterminer
son périmetre.

c) arg(z) = n[2m]

EFZA Trigonométrie

1. Exprimer cos(x + E] et sin[x - E) en fonction de cosx
etsinx. 4 6

2. En utilisant les formules d’Euler, exprimer sin3(x) en
fonction de sin(x) et sin(3x).

3. En utilisant la formule de Moivre, exprimer cos(4x) en
fonction de cos(x) et sin(x).

()
EFE] Suites de nombres complexes
On considére la suite de nombres complexes définie par

3

z,=Tetpourtoutn €N, z,, =[1 + i?]zn,
On note A, le point d'affixe z,.

/3
1. a) Déterminer la forme exponentielle de 1+ |§.

b) En déduire la forme exponentielle de z, et de z,.

n
2 jad
2. Montrer que pour tout entier naturel z, = [ﬁj em6,

b) Pour quelle valeur de n les points O, A, et A, sont-ils

alignés ?

3. Pour tout entier naturel n, on pose d, =|z,,; - 2, |-

a) Interpréter géométriquement d,.

b) Calculer d,,.

c) Montrer que pour tout entier naturel n non nul,
3

Znt2 " Zp = (1 + i?](znﬂ - Zn)'

d) En déduire que la suite (d,) est géométrique, et
exprimer d_ en fonction de n.
4. a) Montrer que pour tout entier naturel,

|2, 7 =2, * +d2

b) En déduire que pour tout entier naturel n, le

triangle OA A, estrectangleenA .

5. Expliquer comment construire, a la régle non graduée et
au compas, le point A sur la figure ci-dessous.

J
21
A, A,
+1
Lo+
A1
- +
1 A|6| 1 |A0 1 x
3 2 1 ol g 1 2
14

6.0n veut déterminer le plus petit entier tel que |z, |>10.

a) Compléter le progamme en Python ﬁ suivant.

b) Déterminer cet entier a I'aide de la calculatrice.
D'apres Bac S 2016
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CONTINU

s ~
¢ Affixe d'un point, d'un vecteur

e M(a; b) <> Affixez=a+ib
_[(a
o W(b) < Affixez=a+ib

e Milieu et vecteur

«ABa pour affixe z; - z,
+
¢ Le milieu de [AB] a pour affixe ol .

L J

e

¢ Définition et expression

Si M(z) avec z # 0, un argument de z est une
mesure en radians de (U, OM) .

B

cosO =

™

arg(z) = 0[2m] avec 6 € R tel que

o

sinB =
|2]

e Propriétés
e arg(zx z’) = arg(z) + arg(z)[2n].
e arg(z") = n x arg(z)[27] .

. arg(l) =-arg(z)[2m]
zZ

o arg(z—J =arg(z’) — arg(z)[2m]
Z
e Argument et angle

. (KB’,R)= arg[u][bt]
2g = Zp

. (E , Ej) = arg(ZD — ZC][ZE]
2g = 2

( )
¢ Définition et expression

|z|=OM=,/a? + b?

e Propriétés

ezXxz=|z|

o|zx 2’| =]z|x]|2| “
’
o|2"|=|z|" z|_
2| [¢]

¢ Module et distance

AB=|z; - 2, |

e U:ensemble des nombres complexes
de module 1

. J

Formules d'addition et de duplication

e Formules d’addition

cos (a - b) = cos(a) cos (b) + sin(a) sin (b)

cos(a + b) = cos(a) cos (b) — sin(a) sin (b)

sin (a - b) = sin(a) cos (b) — cos (a) sin (b)

sin(a + b) = sin (a) cos (b) + cos (a) sin (b)

¢ Formules de duplication

cos (2a) = cos?(a) - sin%(a)
=1-2sin?%a) =2 cos(a) - 1

sin(2a) = 2 sin (a) cos (a)

. J

L J

Forme trigonométrique,
forme exponentielle
T
e Forme trigonométrique

z=r(cosO +isinB) avecr =|z|et 8 =arg(z) [27]
¢ Notation exponentielle

e'% = cos (0) + i sin (0)

¢ Forme exponentielle

z=rel%avecr=|z|et 8 =arg(z) [2n]

e Propriétés

o @i % @it — @i(6+6)

° (eie)n = gind
i’

N ()
ol

o ei0+2km) — 010 ayec k € 7

¢ Racines n-iémes de l'unité

21=1 -

[Un={e n ,kE{O;1;2;...;(n—1)}}

— Sommets d’un polygone régulier a n c6tés
inscrit dans le cercle trigonométrique.

Formules de Moivre et d’Euler

...
e Formule de Moivre

cos (nB) + i sin (nB) = (cos (0) + i sin (0))"
e Formule d’Euler

cos(0) = l(eie +e79) etsin(0) = l,(eie - e9)
2 2i

L J

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications
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Preparer le BAC @LEREE

| Je dois étre capablede... ) | Parcours d'exercices |

P> Déterminer une affixe et représenter un nombre complexe shode 1.2 38,39
par un point 3 e
P Déterminer le module et les arguments d’un nombre complexe

b 5 5,6,9,10,17 18, 50, 51, 56, 57,
et passer de la forme algébrique a la forme S0de  snode

s0de

trigonométrique ou exponentielle et inversement Eﬂ Ewﬂ 3 7,72
ghode
P> Utiliser les formules d’addition et de duplication 5 13, 14, 65, 66

P Effectuer des calculs sur des nombres complexes Q\\«oﬂue oS0de 15, 16, 17, 18, 25, 26, 68,69, 71, 72,
3| =

en choisissant une forme adaptée 88, 89
Jhode
P> Utiliser les formules d’Euler et de Moivre 3| 18,77
J5ode
P> Utiliser les racines de l'unité & 7 21,22,78,79

VR N 2 2 e

P> Utiliser les nombres complexes pour — ggode gyode gvode svode  gvode 1,2,7,8,11,12, 23, 24, 27, 28, b4,
étudier des configurations du plan =g Eﬂ Sﬂ Sﬂ 5 45, 52, 53, 63, 64, 80, 81, 100, 101

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-e02-08

Pour les QCM suivants, choisir la( les ) bonne(s) réponse(s).

Dans tous les exercices, le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; u, v).

(A (B () (D
1124] z=5-iy2 apour module : 27 V27 V29 V21

T b 3n 3n
z=-+/3+i/3 apourargument: " 2 4 T4
z:—Z[cos(E)—isin(EjJa pour _x © 51 51

o 6 6 S %

argument :

La forme exponentielle
.TU .U . .
5J§[1 ﬁ] . 15 15 Sfe'E 15 1% 5\2Fe|E

EACA LN A 4 = —=
de > 13 > es
(1+i0)72estégala: 272 6,9x10'° 236 0
On consideére les points A(2 +1) équilatéral. isocéle. rectangle. quelconque.
et B(2 - 4i). Le triangle OAB est :

la médiatrice la médiatrice
L'ensemble des points M dont le milieu de [AB] de [AB]
. . un cercle.
I'affixe z vérifie |z - 1+i|=|z + 2i| est: de [AB]. avec A(-1 +1) avec A(1 -1)
et B(2i). et B(-2i).



Preparer le BAC

CONTINU

Dans tous les exercices, le plan est muni d'un repeére
orthonormé (0; u, v).

Lecture graphique

Déterminer: y
a) I'affixe du point A. 3+

B
b) le module et un argu- +
ment des affixes des D 4
points B et C. . v X
c) laforme 53 b 4ol 3
exponentielle -1
de l'affixe o0 =
du point D. 2(1] p. 47 ¢ 5l

Forme trigonométrique,
forme exponentielle
On considére les nombres complexes z, = -2\3-2iet

3"
2y = \/Ee 4,
1. Déterminer le module et un argument de z, et de z,.
2. Déterminer la forme trigonométrique oSode
. =
et la forme exponentielle de z;. a p. 49
3. Déterminer la forme ohode ohode

algébrique de z,. B2 p.s51:A p.ss

Utiliser les formules d’addition
et de duplication

. T . 51 .
1. Exprimer cos| x - E et sin| x + 2 en fonction de

cosxetsinx.

T _1+f

5
2. On admet que COS(EJ == En utilisant les for-

PN
mules de duplication, déterminer cos(?n). ] p.53

Effectuer des calculs en utilisant
une forme adaptée
1. On considére le nombre complexe z; = -8 - 8i.
a) Déterminer la forme algébrique de 2.
b) 27% est-il un nombre réel, imaginaire pur ou un
nombre complexe quelconque ?
.TT

. == .
2.5S0it z, =8e 4.0n note A le point pade
daffixe z, et B le point d'affixe z,. A3
(AB) est-elle parallele a I'axe oote ahote
des abscisses ? A p. 55 2 9] p. 58

Formules d’Euler et de Moivre

1. En utilisant les formules d’Euler, exprimer sin*(x) sous
forme d’une combinaison linéaire de sinus et/ou de
cosinus dépendants de x.

2. En utilisant la formule de Moivre, exprimer e

sin (4x) en fonction de cos (x) et sin (x). Eﬂ p. 55

Je m’'exerce

Nombres complexes et géométrie

On considere les points A, B et C d'affixes respectives
zy=-2i, zg =3 +i etz =3 -i.

1. Montrer que A, B et Cappartiennent a un méme cercle
de centre O dont on déterminera le rayon.

2. Déterminer les coordonnées de D tel que ABCD soit
un parallélogramme.

3. Déterminer I'affixe du centre du parallélogramme.

4. Soit E le point d'affixe z; = -243.
a) Déterminer un argument

Zp - 2, ofode ohode oode
de -, - S 1 AL 2 A 3 I
B A
b) Que peut-on dire Sode Sode
des droites (AB) et (AE) ? A .57 = p.s9

Ensemble de points
Dans chaque cas, déterminer I'ensemble des points M
dont I'affixe z vérifie :

a) |z-3i|=5 b) |z -3-2i|=|z +4i

d) arg(ﬂJ = g[n] )

<) arg(z) = _g[zn] Z+3+8i

gyode

$yode $yode
s 2 IR 3 IR 10

Racines de l'unité

1. Déterminer l'ensemble U,

2. Déterminer la longueur des cotés et le périmétre d'un

polygone a sept cotés inscrit dans le cercle trigo-

nométrique. On arrondira les résultats o

au centieme. M .57

Suites de nombres complexes

On consideére la suite de nombres complexes définie par

zy=50etpourtoutneN, z,,,= %Zw
On note M, le point d'affixe z,.

1. Démontrer que pour tout entier naturel n, les points O,
M, etM,__, sontalignés.

2. Déterminer la valeur de |z, |z, ], et |z,|.

3. Conjecturer l'expression de |z, | en fonction de n.

4. Démontrer la conjecture de la question 3.

5. On souhaite déterminer le plus petit entier n tel que
M,, appartiennent au disque de centre 0 et de rayon 0,5.

a) Compléter le programme en Python suivant.
n=0
u=..
while..:
n=
u=..
print(..)
b) Déterminer cet entier a l'aide ayode
de la calculatrice. 210] p. 59

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications 71
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vers le supérieur

Dans tous les exercices, le plan est muni d'un repére
orthonormé (O;u,v).

Module et argument MPSI
Pour tout point M du plan, I'affixe de M est noté z,.
Soit A, B et C trois points distincts de O.

Pour chacune des propositions suivantes indiquer si elle
est vraie ou fausse et justifier.

1
Proposition 1 Si z = I alors|z|= >

+i
V2 -ie'

PCsI

7T
etar =—1[2m].
9(2) 12[ ]

3 3
Proposition 2 Si z = —Z(COS(TTCJ + iSin(TnD' alors | z| =2

etarg(z) = —3Tn[2n].

Proposition 3 Si A et B sont symétriques par rapport a O
alors z, = z_B.
Proposition 4 Si | z, | =| 25 | =| 2 |, alors ABC est un triangle
équilatéral.
Proposition 5 Si arg(z,) = 7 + arg(zy)[27], alors O, A et B
sont alignés.

D’aprés concours ADVANCE 2019
ET3 Nombres complexes mpsi) (Pcsi
et géométrie (1)
Le point A a pour affixe z, = 1 +1.
Soit 6 le cercle de centre O passant par le point A.
Soit B un point de 6 d'affixe réelle z; positive.
On définit le point E tel que OBEA soit un losange.
Pour chacune des propositions suivantes indiquer si elle

est vraie ou fausse et justifier.
.TU

iX
Proposition1 z, =e 4.

Proposition 2 L'affixe du point B est z; = %

Proposition 3 Laffixe du point E est z; = (1+ J2) +i.

Proposition 4 OE = 242.
D’apres concours FESIC 2017

Nombres complexes
et géométrie (2)

Soit x un réel strictement positif. On considére les points
A, B et C d'affixes respectives z, = 1 - xi, z5 = 2i et z- = -2.
1. Donner les distances AB et AC en fonction de x.

2. Pour quelle valeur de x le triangle ABC est-il isocéle en
A ? Justifier.

3. Le triangle ABC peut-il étre équilatéral ? Justifier.

4. Soit D le point tel que ABCD est un parallélogramme.
Déterminer en fonction de x; I'affixe x, du point D. Justifier.

MPSI) (PCSI

D’aprés concours d'entrée ENI-GEIPI 2018

Résolution d’équation

Résoudre I'équation 2" =Z.

Suite de nombres complexes (MPsI) (PCSI

Pour tout entier naturel n non nul, on considére les points
2nmi

M, d'affixe z,=e 3 .

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

[a] Les points O, M, et M, sont alignés.

[B] Les points O, M, et My sont alignés.

[c] Le triangle oMM, s'il existe, est équilatéral.
[d] Le triangle OMM,, s'il existe, est équilatéral.

D’apres concours techniciens supérieurs de I'aviation 2017

Somme des racines n-iémes de l'unité
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

2 n-1
_ —— K
Onnotew=e n .Soit S, = Y wk.
k=0

1.Sin=1, déterminer S en fonction de n.
2.5in =2, exprimer S, - S men fonction de o et n, puis
en déduire la valeurde S,..

Produit des racines n-iemes de I'unité
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

2in
Onnotew=en .
n-1
Soit P, = H(ok (le symbole H signifie produit).
k=0

Déterminer l'expression de P, en fonction de n.

Racines n-iemes d’un nombre complexe
Soit a un nombre complexe. On appelle racine n-iéme de
aun nombre complexe ztel que 2" = a.

1.Sia =0, déterminer les racines n-ieme de a.

2.Sia # 0, posons a = re®,

Déterminer les racines n-iemes de a.

l‘ (@) (B [PEER On rappelle que deux nombres

complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme
module et méme argument.

3. Applications.

a) Soit a=5-i54/3.

Déterminer les racines 4-iemes de a.
b) Résoudre l'équation z3 =+/3 +i.

Une fonction complexe :

On définit la fonction f de C\{i} dans C par f(z) = z_—
z-i

1. Démontrer que 1 n'a aucun antécédent par f.

2. Déterminer 'ensemble des points M d’affixe z tel que f(z)

est un nombre réel.

3. Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z tel que f(2)

est un nombre imaginaire pur.

4. Déterminer l'ensemble des points M d’affixe z tel que

[f(x)]=1.



ET] Triangle équilatéral

l‘ CREBRRAIER On dit qu'un triangle équilatéral ABC est :

- direct si, et seulement si, (E , R) = §[2n] ;

- indirect si, et seulement si, (ﬁ , R) = —g[Zn].

On consideére trois points A, B et C d'affixes respectives a, b

2n
etc.Onpose j=e 3.
On veut démontrer que ABC est un Direct

triangle équilatéral direct si, et seulement
si,a+bj+¢?=0.
1.a) Montrer que 1+ +j2=0.

K A B
b) Montrer que e 3 = — j2,
2. Montrer que ABC est un triangle équilatéral Indirect

_ C

direct si, et seulement si, c-a_ -j2

b-a
3.En déduire que ABC est un triangle équila-
téral direct si, et seulement si,a + bj + ¢2 = 0. B A
4. Démontrer que ABC est un triangle équilatéral si, et
seulement si, a2 + b2 + c2 = ab + ac + bc.
Py o Démo
&) inégalité triangulaire (1)
Dans cet exercice, on veut démontrer que pour tous
nombres complexes zet z”:
|z+2"|<|z|+|2".
1. On utilisant la relation | 2|* = 22 , exprimer |z+2z"]> en

fonction de|z|?, | z’|? et 2Re(z2’) .

2. Démontrer que pour tout nombre complexe z”,
Re(z”) <|z”| et déterminer dans quel cas il y a égalité.
3.En déduire que |z + 2" 2 <( 2| +|2"|)%

4.En déduire que |z + 2’| <|z|+| 2’|

5.a) Montrer que |z + 2| =|z|+| 2’| & 22" ER*.

b) En déduire que |z + z"|=|z|+]| 2’| si, et seulement si,
il existe L € R*, tel que 2" = Az.

6. Soit M le point d'affixe z et M’ le point d'affixe z + z”.

a) Interpréter la relation | z + z”| <| z|+| 2| en termes de
distances.

¢) Interpréter géométriquement le cas |z + 2’| =| z | +| z”|.

Inégalité triangulaire (2)
Dans cet exercice, on veut démontrer que pour tous
nombres complexes z et z”:

lz]-12"lI<|z - 2|
1.Enremarquantque z=(z-2")+ 2" etz’ = (2" - 2) + zet
en utilisant I'inégalité triangulaire démontrée dans l'exer-
cice précédent, démontrer que :
a)|z|-|2"|<|z- 2|
b)|2'|-|2|<|2" - 2|

2. Conclure.

A Transformation du plan

Soit M et M’ deux points d'affixes respectives z et z”. Démon-
trer les propriétés suivantes.

a) M’ est I'image de M par la translation de vecteur w d'affixe
b si, et seulement si, 2" =z + b.

b) Soit A le point d'affixe a.

M’ est I'image de M par la symétrie centrale de centre A, si,
et seulementsi, 2’ = -z + 2a.

153 | Exponentielle d’'un nombre complexe
Pour tout nombre complexe z = a + ib, avec a et b deux
réels, on pose e? = e x elb i

1. Déterminer la forme algébrique de e 2.

2. Déterminer le module et un argument de e~

3. Démontrer que pour tout nombre complexe z et 2/,
e%%’ = e%xe?’,

4. Résoudre I'équation suivante : e* = -e.

Formule d’addition

1. Démontrer que pour tous nombres réels p et g
) ) i(p+q) p-q
eP+ed=2e 2 x cos(T}

2. En déduire la formule suivante
cos(p) + cos(q) = 2cos(¥)cos(p — q).

2
3. Avec raisonnement similaire, déterminer une formule
analogue pour sin (p) + sin(q).

EE3 construction d’un pentagone régulier
Un logiciel de calcul formel nous donne :

1 | cos(2*pi/5)

J5-1

4

Proposer un programme de construction a la régle
et au compas d’'un pentagone régulier inscrit dans le cercle
de centre O et de rayon 1.

F&3 Transformation de Fourier discréte
La transformée de Fourier dis-
créte est un outil mathématique

utilisé en traitement du signal.
2n

e
On pose m=e n avecn =2
et on considére une séquence
de n nombres complexes

(Xg 7 %7 5 ... 5 X,_y). La transformée de Fourier discréte de
n-1

(X5 g5 e 5%, ) €St (X5 Xy i X, ) avec X, = ) x, x 0!

pour0</<n-1, k=0

1. Premier cas particulier: n = 2.

Déterminer la transformée de Fourier de (x; ; x;).

2. Deuxieme cas particulier: n=3.

a) Déterminer la transformée de Fourier de (x; x; ; x,).
b) En déduire la transformée de Fourierde (1;0; 1).

2 - Nombres complexes : point de vue géométrique et applications 73



n Lieu de points

74

Travaux pratiques

, Représenter
TICE ___ %3¢ min Chercher
Raisonner

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O; u, v).

A tout point M d'affixe z, distinct de O, on associe le point M’ daffixe f(z) tel que f(z) = l.
Le point M’ est appelé I'image du point M. z
On souhaite étudier I'ensemble des points M, lorsque M parcourt différents ensembles.

A » Conjecture avec un logiciel de géométrie dynamique

1. On souhaite déterminer le lieu décrit par I'ensemble des points M’ lorsque M décrit le cercle de centre O et de
rayon 1

a) Ouvrir un logiciel de géométrie dynamique. 24y
b) Créer un cercle de centre O et de rayon 1.
c) Créer un point M libre sur ce cercle. M

1
d) Créer le point M’ d’affixe f(z) = b J \‘\
"4
0 x

(©Remarque : Sur GeoGebra, x(M) correspond a l'abscisse de M, (M) a l'ordonnée de M et 5 1 0 /U/1 >

pour créer le point A d'affixe z, on peut écrire A = z.

e) En activant la trace du point M, conclure.

2. Reprendre les questions précédentes, pour déterminer le lieu décrit par l'en-
semble des points M’ lorsque :

a) M décrit le cercle de centre O et de rayon 2.

b) M décrit le cercle de centre O et de rayon 0,5.

¢) M décrit le cercle de centre A(1 ; 0) et de rayon 1.

d) M décrit la droite d’équation y = 1.

=2

B » Etude théorique
1. Déterminer les points invariants par f (c'est-a-dire les points M tels que M” = M).

2. Si M décrit le cercle de centre O et de rayon r, quel est I'ensemble décrit par les points M’ ?
Démontrer ce résultat en utilisant les modules.

3. On veut démontrer la conjecture de la question A » 2.c).
a) Démontrer que |z - 1| =15i, et seulement si, | z" - 1|=| 2’|
b) Conclure.

4, On veut démontrer la conjecture de la question A » 2.d) .

. . . 101
a) Démontrer que | z - 2i| =| z| si, et seulement si, z’+5|‘ =5

b) Conclure.

5. En utilisant un raisonnement similaire aux questions 3. et 4., déterminer I'ensemble décrit pas les points M’,
lorsque M décrit :

a) la droite d’équation y=kaveck € Ret k # 0.

b) la droite d'équation x=kaveck € Retk # 0.

c) le cercle de centre B(k ; 0) et de rayon k avec k # 0.

d) le cercle de centre C(0; k) et de rayon k avec k # 0.

—\




v, Chercher
TICE %3y min Modéliser

a Ensembles de Julia, ensemble de Mandelbrot

Une fractale est un objet mathématique dont la structure est invariante par changement d'échelle.

Dans ce TP, nous allons étudiés les ensembles de Julia, nommés en I’honneur de Gaston Julia (XX€siecle), qui sont
un exemple de fractales. Ces ensembles sont construits a partir de suites de nombres complexes de premier terme
z, et définies par la relation de récurrence z,,, = z2 + ¢ avec c un nombre complexe. Ces suites peuvent soit étre
bornées, soit diverger selon la valeur de Z.

Un ensemble de Julia rempli est I'ensemble des valeurs de z, pour lesquelles la suite est bornée.

Benoit Mandelbrot a décidé d'étudier I'ensemble des valeurs de c tels que I'ensemble de Julia n'ait pas explosé en
de multiples morceaux. Cet ensemble s'appelle 'ensemble de Mandelbrot.

A » Etude sur un tableur
On souhaite déterminer si un nombre complexe z, appartient a I'ensemble de Julia rempli.
On note (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par u, =|z,|.

Représenter ~

1. Pour tout entier naturel n, on note 4l A B C D E E G
z, =x,+Iiy avecx, ety deuxréels. 1] x, n x ¥y u
Exprimerx, ,, ety, ,enfonctiondex ety,. [ 7, 0

2. Reproduire le tableau ci-contre dans un 3 [ Re© ]

tableur. Les cases violettes seront remplies 2 [ m(© 5

par l'utilisateur. s 5

a) Quelle formule faut-il rentrer dans les
cellules E2 et F2, pour obtenir la valeur qui sera rentrée dans les cellules B1 et B2 ?

b) Déterminer les formules a rentrer dans les cellules E3, F3 et G2 pour obtenir par recopie vers le bas les valeurs
dex,y, etu,.

3.0n choisit c = -1. Déterminer deux valeurs de 3z, pour laquelle la suite (u,) semble bornée et deux pour lesquelles
elle ne semble pas bornée. A

Programme
B » Représentation graphique d’'un ensemble de Julia fonminifmaths 0208
On souhaite représenter I'ensemble de Julia pour ¢ =-1a | from random import*
I'aide du programme Python !’ ci-contre. from math import*
La fonction Julia a comme paramétre P (le nombre de from pylab import*
valeurs de z, que I'on veut tester), et N le nombre maximal dEngflia (P/N):
de termes de la suite (z,) que l'on va calculer pour chaque LY;H
valeur de 20 for i in range(P):
On admet que s'il existe un entier n, tel que u, > 2, alors u,, z0=random () *4-2+1j* (random () *4-2)
n'est pas bornée. z=20
Donc s'il existe un entier n; inférieur a N tel que u,, > 2, alors k=0

while (abs(z)<2 and k<N):
k=k+1
z=z%*%2-1

on n'affichera pas le point d'affixe z,.
1. random () renvoie un nombre aléatoire entre 0 et 1.

Que renvoie random () *4-2? if k==N:
2. Tester ce programme pour : LX.append (z0.real)
a) P=1000et N=100 b) P = 100000 et N= 100 LY.append (z0.imag)
3. Modifier ce programme pour représenter I'ensemble de s}‘iat‘:‘)'—‘r(l'x'n)

sSnow

Julialorsque:a) c=0,25 b)c=-0,12+0,74i.
(CRemarque En Python, i s'écrit 1j.

0,8
0,6
0,4
0,2
0,0
-0,2
-0,4
-0,6
-0,8

0,54 0,5

0,0 1 0,04
-0,5 1 -0,5 1

-1,04

-1,04

T T T T T T T T T T T T T T
-1,5 -10 -05 00 05 10 15 -0,75-0,50-025 0,0 025 050 0,75

J
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PARTIE

2 Arithmetique

Vers 300 av. J-C, Euclide utilise Sous l'Antiquité, Premiére femme Au début du xviie siécle,
pour la 1" fois la méthode de Diophante d’Alexandrie mathématicienne Bachet présente son
descente infinie, ancétre du étudie certaines connue, elle écrit algorithme d’Euclide
raisonnement par récurrence, équations de la forme un commentaire sur étendu puis la premiére
dans ses Eléments en établissant ax+by=c(aveca, b, c, l'arithmétique de démonstration connue
l'existence d'un diviseur premier x ety des entiers Diophante. de ce qui deviendra le
pour chaque nombre composeé. relatifs) dites équations o p. 239 théoréme de Bachet-
w p. 238 diophantiennes. Bézout.

- [EIETIET p. 238 « LITETA p. 237

Mon parcours au lycée

000000000000 0O0C0OC(O @ 00 0000000000000 00000000000000000 00 @ 00 0000000000000 0000000000000000

Dans les classes précédentes... En Terminale...

« J'ai étudié les ensembles de nombres « Je vais approfondir mes connaissances
et leurs propriétés. sur l'arithmétique des entiers relatifs.

« J'ai découvert les notions de diviseur, ¢ Je vais comprendre le mécanisme de
de multiple et de nombre premier. certains tests de primalité.

76



4

Au xviie siécle, Mersenne, Au xviie siécle, Au xixe siécle, Sophie Les xx¢ et xxI¢ siécles
Descartes et Fermat ont de Bézout généralise Germain étudie des voient I'essor de la
nombreux échanges épistolaires. la démonstration du nombres premiers théorie des nombres

Ce dernier énonce que les théoréme de Bachet- portant son nom. et de ses applications,
nombres de la forme 27 +1 Bézou_t e_t pt{bli_e en 1779 7Y p. 239 nqtamment, le .
(avec n € N) dits nombres de sa Théorie générale des chiffrement RSA (Rivest,
Fermat sont tous premiers équations algebriques. Shamir et Adleman)
(réfuté plus tard par Euler). ™Y Dicomaths [ XY, utilisés pour crypter des

w p. 238 communications.
- p. 237

Domaines professionnels

Un-e responsable des achats utilise l'optimisation linéaire pour mieux gérer les commandes.

Un-e spécialiste en télécommunications développe des codes correcteurs d'erreurs.

Un-e cryptanalyste se sert de différents chiffrements afin de décrypter un message, génére des nombres
premiers aléatoires pour le systeme RSA.

Un-e directeur-trice d'un établissement bancaire demande différents tests pour vérifier la sécurité de son
systéme.

Un-e ingénieur(e) d’études développe des logiciels ou des sites internet sécurisés.




" division euclidienne
congruence

© VIDEO

Le numéro d’une carte de crédit

our Vvérifier le numéro d'une carte bancaire, on utilise o
lienmini.fr/maths-e03-01

un algorithme qui calcule les restes dans la division par
10 sur les 15 premiers chiffres. Le dernier chiffre, appelé la
clé, permet de valider le numéro de la carte.

A l'aide d’une relation modulo 10, comment
vérifier le numéro d’une carte bleue ? - TP 3, p. 103



m Les rendez-vous
Prérequis

lienmini.fr/maths-e03-02 5 é Sdim ath

| ) Diviser par 3 et9

1. Quels sont, parmi les nombres suivants, ceux qui sont divisibles par 3 ? par9?
a) 129 b) 567 c) 5634 d) 21 573
2. Rappeler les regles de divisibilité par 3 et par 9.

Diviser par6 et 18

1. Quels sont, parmi les nombres suivants, ceux qui sont divisibles par 6 ?
par187?

a) 456 b) 651 c) 558 d) 642 e) 1516 f) 50 166

2. Donner un critére pour qu'un nombre soit divisible par 6 et par 18.

i
k) Calculer un reste
1. Trouver les restes des divisions suivantes mentalement.
a) 1951 par3 b) 1945 par 9 c) 1547 par 5 d) 2132 par4
2. Comment déterminer ces restes sans effectuer la division par 3,9,50u4?
3. On divise un entier par 7. Soit r son reste. Quelles sont les valeurs que peut
prendrer?
4. On divise un entier par 23. On trouve 27 comme reste. Est-possible ? Pour-
quoi ?
5.0ndonne:117=6x17 + 15.
a) Dans la division de 117 par 17, donner le dividende, le quotient et le reste.
b) Quel est le reste dans la division de 117 par 6 ?

Déterminer la parité d’'une somme et d’'un produit
1. Un nombre n est la somme de deux entiers a et b.

a) Quelles sont les parités de a et de b si n est pair ? Sin est impair ?
b) Enoncer une régle sur la parité de la somme de deux entiers.

2. Un nombre n est le produit de deux entiers a et b.

a) Quelles sont les parités de a et de b si n est pair ? Sin est impair ?
b) Enoncer une régle sur la parité du produit de deux entiers.

Déterminer la parité d’'un carré

Un nombre n est le carré d’'un entier a.

1. Quelle est la parité de a si n est pair ? Sin est impair ?

2. Enoncer une régle sur la parité d’un entier et de son carré.

() Comprendre un algorithme en langage Python e

Qu'affiche cet algorithme pour £ (1964) ?

def £(n):
s =0
n = str(n)
L = list(n)

for i in range(len(L)):
s = s + int(L[i])
return s

3 « Divisibilité, division euclidienne, congruence
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Activites

y
20§ min

. ) L. , )
n Trouver et utiliser la liste des diviseurs d’'un nombre

A » Déterminer la liste des diviseurs
1. Déterminer la liste de tous les diviseurs de 54, 36 et 29.

2. Pourquoi un entier supérieur ou égal a 2 possede-t-il au moins deux diviseurs ?

3. a) Pourquoi, lorsque l'on connait un diviseur, on en connait un deuxiéme ?
b) En déduire que si le nombre n'est pas un carré, on obtient un nombre pair de diviseurs.

4. En utilisant les réponses aux questions précédentes, déterminer les 16 diviseurs de 120 et remplir le tableau
ci-dessous.

Diviseurs 1 2

Diviseurs 120 60

B » Utiliser la liste des diviseurs
1. Déterminer tous les diviseurs de 24.
2. En déduire tous les couples d'entiers (x; y) tels que : xy = 24.

3. Envous inspirant des questions 1. et 2., déterminer les couples d'entiers (x; y) tels que : (x— 1)(y + 1) = 27.

= Cours 1 p. 82

y
20§ min

ﬂ D&finir la division euclidienne

A » Egalité associée a une division de deux entiers positifs
1. Poser la division de 528 par 14. Quel est le quotient ? Quel est le reste ?
2. Quelle éqgalité peut-on écrire suite a cette division ?

3. Parmi les égalités suivantes, déterminer celles qui représentent une division euclidienne par 5.
Pour celles que n'en sont pas, modifier I'égalité afin qu'elles le deviennent

a)78=14x5+8 b)116=23x5+1 €)149=29%x5+4 d)153=31x5-2

4. Lorsqu'on divise un entier positif a par un autre b, quelle condition doit vérifier le reste ?

B » Division d’un entier négatif par un entier naturel

1. Déterminer les deux entiers relatifs g et r tels que : =500 =7 xq +ravec0 <r <7.
Cette égalité représente la division euclidienne de - 500 par 7. Les entiers g et r sont respectivement le quotient
et le reste.

2. Poser la division de 735 par 11 puis donner, avec les contraintes de la question précédente, le quotient et le
reste de la division de —735 par 11.

= Cours 2 p. 84
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B Travailler avec l'arithmétique modulaire

A » Nombre modulo 7

On dit que deux nombres a et b sont en relation modulo 7 s'ils ont le méme reste dans la division par 7.
1. Montrer que les paires de nombres suivantes sont en relation modulo 7.

a)93et2 b) 158 et 221 c)68et(-2) d) 289 et (-61)

2.Donner un entier 0 < a < 7 et un entier -7 < b < 0 en relation modulo 7 avec les entiers suivants.
a) 24 b)-19 c) 47 d)-56 e) 151

B » Probléeme de calendrier

1. Calculer le nombre n de jours séparant le 1¢ janvier 2019 et le 1°" janvier 2040.
2. Le 1* janvier 2019 était un mardi.

a) Quel est le reste du nombren par7?

b) Quel est le jour de la semaine du 1¢" janvier 2040 ?

C » Signe astral chez les Azteques (modulo 20)

L'année de référence est soit 1997 soit 1917 (pour les personnes nées avant le 01/01/1997).
a:nombre d'années entre 'année de naissance et I'année de référence.

b : quotient dans la division de a par 4.

¢:nombre de jours entre le 1¢" janvier de I'année de naissance et la date de naissance.

1. Déterminer le reste r dans la division par 20 de : 5a + b + ¢ + 6.

2. Découvrez votre signe aztéque !

[ ]

01 - Crocodile 02 - Vent 03 - Maison 04 -Lézard 05-Serpent 06 - Mort

07 - Chevreuil 08 - Lapin

-
FLLe ™

(= | i
12-Herbe 13-Roseau 14-Jaguar

-_— “ brawinnn,
16 - Vautour 17-Mouvement 18- Silex 09 - Pluie 20 - Fleur

11-Singe 15 - Aigle

D » Relations sur les restes

1. On dit que deux nombres a et b sont en relation modulo 9 s'ils ont méme reste dans la division par 9. On
impose que: -4 < b <5.
Déterminer pour chaque valeur de a l'entier b qui lui est associé dans la relation modulo 9.

a)a=11 b)a=24 c)a=62 d)a=85 ela=-12 fla=32

2. Soita = 100 un entier naturel. On pose : a = 100b + c avec b et ¢ entiers naturels tels que 0 < ¢ < 100.0On
noter le reste de la division de ¢ par 4.

a) Quel est le reste dans la division euclidienne de a par 4 ? Formuler un critere de divisibilité par 4.

b) Sans utiliser de calculatrice, justifier que 17 052 est divisible par 4, tandis que -5 434 ne l'est pas.

3. a) Quel est le reste de la division par 11 de 23 et 357
b) Quel est le reste de la division de 58 par 11 ? Que constate-t-on ?
c) Effectuer a la main la multiplication 23 x 35 puis déterminer son reste. Que constate-t-on ?

d) Compléter les phrases suivantes : « Dans la division par 11, le reste de la somme est .... »;
« Dans la division par 11 le reste du produit est .... ».
= Cours 3 p. 86
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Cours

€ pivisibilité dans 7
Arithmétique

Larithmétique est I'étude des entiers naturels ou relatifs et de leur rapport.
N est I'ensemble des entiers naturels: 0, 1,2, 3, ...
Z est 'ensemble des entiers relatifs :...,-2,-1,0,1, 2, ...

Axiomes dans N

¢ Principe du bon ordre : toute partie de N non vide admet un plus petit élément.

¢ Principe de la descente infinie : toute suite dans N strictement décroissante est finie.

¢ Principe des tiroirs : si I'on range (n + 1) chaussettes dans n tiroirs, alors un tiroir contiendra au moins
deux chaussettes.

Exemple
Dans la division par 7 d'un entier non multiple de 7, les restes possibles sont 1, 2, 3, 4,5 et 6, on est alors s(r
qu’a partir de la 7¢ division, donnant la 7¢ décimale, on obtiendra un reste déja obtenu (principe des tiroirs).

Par exemple la partie décimale de :? =3,142857 142857...est périodique.

Divisibilité dans Z
Soit a et b deux entiers relatifs.
On dit que b divise a, noté b|a si, et seulement si, il existe un entier relatif k tel que : a = kb.

(CRemarque
Autres formulations : « b est un diviseur de a », « a est divisible par b », « a est un multiple de b ».

Exemples

e 15=3x5donc 3 et 5 sont des diviseurs de 15. Les diviseurs dans N de 15 sont: 1, 3, 5, 15.
e 45 =(-5)x9donc -5 et 9 sont des diviseurs de —45.
Les diviseurs de (-45) dans Z sont:-45,-15,-9,-5,-3,-1,1,3,5,9, 15, 45.

Multiples et diviseurs

¢ 0 est multiple de tout entiera car 0 =0 x a.

¢ 1 divise tout entieracara=1 xa.

e Sia est un multiple de b et sia = 0, alors |a| = |b].

e Siadivise b et b divise a aveca et b non nuls, alorsa=b oua=-b.

Opérations sur les multiples

Soit a, b, c trois entiers relatifs.
Siadivise b et ¢, alors a divise toute combinaison linéaire de b et c soit : (b + fc) avec o et  entiers relatifs

Démonstration

Siadivise b et ¢, il existe deux entiers relatifs k et k" tels que : b=ka etc=Ka.
On a alors pour tous entiers relatifs o et 3 : ob + Bc = (0k + Bk)a, donc a divise ab + Bc.

Exemple

Soit k un entier naturel, on pose a =9k + 2 et b= 12k + 1. Pour déterminer une condition sur les diviseurs
communs positifs a a et b, on cherche a éliminer k par une combinaison linéaire de a et b, en considérant 36
comme multiple communa9et 12:4a-3b=4(9k+2) -3(12k + 1) =36k + 8 - 36k—3 =5.

Un diviseur commun positif a a et b doit diviser 5, ce diviseur ne peut étre que 1 ou 5.
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S0de

Enoncé

(résolus

Déterminer tous les couples d'entiers naturels (x; y) tels que : x> = 2xy + 15.

fl solution B

Isolons les inconnues x et y puis factorisons par x:
x*=2xy=15 & x(x-2y) = 15. ﬂ

On détermine les diviseurs positifs de 15: D, ={1;3;5; 15}. ﬂ

Comme x et y sont positifs : x > x - 2y et on a les décompositions :

=15 =5
ou
x—=2y=1 x—2y=3

On trouve alors :
X = 1 5 b= 5
x—1 ou X
=X -7 - -1
7T 2
On obtient les couples solutions : (15 ; 7) et (5; 1).

A vous de jouer ! Jl.

Déterminer les couples (x; y) d'entiers naturels qui

vérifient les équations suivantes.

a)x’ ="+ 21 b) x?-7xy=17
sode
=B} utiliser la divisibilite
Enoncé

B Conseils & Méthodes |8

ﬂ La résolution déquations a
solutions entieres n’utilise
pas les mémes méthodes
que dans R : pour utiliser
la divisibilité on cherche a
factoriser.

ﬂ Les diviseurs ne peuvent
étre que les facteurs d'une
décomposition de 15.

n Déterminer les entiers relatifs n qui vérifient :

a)n’+n=20

Déterminer tous les entiers relatifs n tels que (n - 3) divise (n + 5).

fl solution B

(n = 3) divise (n + 5) donc il existe un entier relatif k tel que : n + 5 = k(n - 3). ﬂ
Comme 5 =-3 + 8, on obtient: (n—3) + 8 = k(n - 3).

On factorise par (n - 3): (n-3)(k— 1) =8. ﬂ
(n — 3) est alors un diviseur de 8.

Les diviseurs de 8 dans Z sont :
Dg={-8;-4;,-2;-1;1;2;4;8}.

Rassemblons les solutions dans un tableau

b)n?+2n=35

) Exercices 36 a 52 p. 92

I Conseils & Méthodes [N

ﬂTraduire I'énoncé avec une éqgalité.

ﬂ Factoriser égalité pour utiliser
les diviseurs de 8.

Les diviseurs sont a chercher
dans Z : ne pas oublier
les diviseurs négatifs !

n-3 -8 | -4 | -2 | -1 1

n -5 -1 1 2 4

1

A vous de jouer ! [V

E] Déterminer les entiers relatifs n tels que :
a)n + 3 divisen +10.
b) n + 1 divise 3n - 4.

n 1. Démontrer que (n — 4) divise (n + 17) équivaut a
(n - 4) divise 21.

2. Déterminer alors toutes les valeurs de n > 4 telles que

n+17

n-—4

soit un entier.
) Exercices 36 a 52 p. 92
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Cours

e Division euclidienne

bEMLl Division euclidienne dans Z

Soit a un entier relatif et b un entier naturel non nul.

On appelle division euclidienne de a par b l'opération qui, au couple (a, b), associe I'unique couple
d’entiers relatifs (q; r) tel que :
a=bqg+ravec0<r<b.
a est le dividende,
b est le diviseur,
g est le quotient,
rest le reste.

® Démonstration
(1) Montrons l'existence du couple (g, ) poura € Zetb € N,
® Poura = 0.

Soit E I'ensemble des entiers e tels que be > a.
x(a+1)
Enestpasvide:eneffetb=1 = bla+1)=a+1=bla+1)>a=(a+1)EE

E est une partie non vide de N donc E admet un plus petlt élémentmtel quebm >aetb(m-1) <a.

Onposealorsg=m-1,onaalors:bg<a<b(g+1) :> 0<a-bg<b.
En posantr=a-bgonalors:a=bq+ravec0=<r<b.
Il existe donc un couple (g;r) tel que:

a=bg+ravecO<r<b.

® Poura <0.

On posed’ =a(1 -b),commeb =1 X(:;) -b=-1 ; 1-b<0
Onaalorsa(1 -b) = 0soita’ = 0, on peut alors utiliser le cas oua = 0 aveca’ et b.
Il existe un couple (g";r) tel que:a’=bqg" + ravec0 <r<b.
Enrevenantaag,onaalors:a(1-b)=bq +r=a-ab=bq’ +r=a=>b(q +a)+r.
En posantg=q’ +a, on obtient alors :

a=bg+ravecO=<r<b.

(2) Montrons l'unicité du couple (g; ).

On suppose quiil existe deux couples (g ; ) et (q”; ) tels que :

a=bq+r=bq +ravecO<r<bet0O<r <b.

bg+r=bq +r =blg-q)=r-ravec-b<r -r<b.

b divise alors(r’ — r) qui est compris strictement entre —b et b doncr’ —r=0d'our =r
Cela entraine alors g’ =q. Le couple (g ; ) est unique.

CRemarques
® La condition 0 < r < b assure l'unicité du couple (g; ).

® Les restes possibles dans la division par 7 sont alors: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6.

¢ Exemples
e La division de 114 par 8 donne: 114 =8x 14 + 2. 114 | 8
e Ladivision de —114 par8 donne:-114=8x(-15) + 6. 2114

Eneffet:114=8%x14+2 < -114=8x(-14)-2
& -114=8%(-14)-8+6
=8x%(-15)+6.
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50de
= Manipuler la division euclidienne

Enoncé
1. Trouver tous les entiers n dont le quotient dans la division euclidienne par 5 donne un quotient égal a trois fois
le reste.
2. Lorsqu’on divise a par b, le reste est 8 et lorsqu’on divise 2a par b, le reste est 5. Déterminer ce diviseur b.
3. Montrer qu’un nombre pair n non divisible par 4 est tel que son reste dans la division par 4 est 2.

4. 0n divise 439 par b : le quotient est 13. Quels peuvent étre le diviseur et le reste r ?

il solution R Conseils & Méthodes _ NN

l.n=5g+ravec0s<r<5
g=3rdoncn=15r+r=16r ﬂ

ﬂ Ne pas oublier la condition sur le reste.

ﬂ Exprimer n en fonction du reste r.

r 0 1 2 3 4 ﬂ Les restes possibles dans la division par 5 sont :

0,1,23,4.

n 0 16 32 48 64 ﬂ

Ne pas oublier la condition sur le diviseur b qui

i doit étre inférieur au reste.
2. On note g et g’ les quotients respectifs des divisions par b :

a=bq+8 b>8
2a=bq’ +5 b>5

En multipliant la premiére équation par 2 et en soustrayant

EOn ne cherche pas a donc on cherche a
I'éliminer.

ﬁ La condition sur b permet de conclure.

terme a terme, on trouve :

2bg+16-bq'-5=0<b(2q-q)=-11 a

b est donc un diviseur de — 11 supérieur a 8,
on en conclut alors que: b =11. ﬁ

ﬂAnaIyser tous les cas de figure.

Lorsqu'on divise 439 par b, il y va 13 fois
mais pas 14.

3. Les restes r possibles dans la division par 4 sont: 0, 1, 2 et 3. ﬂ

n est pair, il existe k € Z tel que n = 2k.

La division de n = 2k par 4 donne : 2k =4q +r & r = 2(k - 2q).

2 divise r donc les seuls restes possibles sont 0 ou 2.

n n'étant pas divisible par 4 son reste ne peut étre nul. Par conséquent le seul reste possible est 2.

Un nombre pair non divisible par 4 admet 2 comme reste dans la division par 4.

4.13b<439donch =< 439 et 14b > 439 donc b >ﬁ ona alorsﬁ< b= ﬁd'oU 31,35 < b <33,77. ﬂ
Deux valeurs de b sont possibles : b, = 32 ou b, = 33. 1 1 E

Ce qui donne pour rester, =439 -32x 13 =23 our,=439-33 x 13 = 10.

A vous de jouer ! [V

E] Trouver les entiers naturels n qui, dans la division Quel est le reste d'un entier impair n multiple de 3
euclidienne par 4, donnent un quotient égal au reste. dans la division par 6 ?

ﬂ Dans la division euclidienne par un entier b,
un nombre a a pour quotient 15 et pour reste 51.

a) Est-ce possible ?

b) Si oui, donner le plus petit nombre a possible.

Si non expliquer pourquoi.

nTrouver un entier naturel qui, dans la division
euclidienne par 23, a pour reste 1 et, dans la division
euclidienne par 17, a le méme quotient et pour reste 13.

n Dans la division euclidienne entre deux entiers
positifs, le dividende est 857 et le quotient 32.
Quels peuvent étre le diviseur et le reste r ?

) Exercices 53a 61 p. 92
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Cours

e Congruence
Entiers congrusan

Soit n un entier naturel (n = 2), a et b deux entiers relatifs.
On dit que les entiers a et b sont congrus modulo n si, et seulement si, a et b ont le méme reste dans
la division par n. On note alors:a=bmodnoua=b (n) oua = b [n].

Exemples
@®57=15(7)car57=7x8+1et15=7x2+1. @41 =-4(9card1=9x4+5et-4=9x(-1)+5.

(CRemarques

® Un nombre est congru a son reste dans la division parn:2019=9(10), 17 =1 (4).
© La parité slexprime par :x = 0 (2) si x est pair et x = 1 (2) si x est impair.
® nestun diviseur de a si, et seulement si,a = 0 (n).

Relation d'équivalence

La congruence est une relation d’équivalence, c’est-a-dire que pour tous entiersa, b,cona:
@ a = a(n) (réflexivité),

(®a=b(n)= b= a(n) (symétrie),

®)a=b(n)etb=c(n) = a=c(n) (transitivité).

Multiples

Soit n un entier naturel (n = 2), a et b deux entiers relatifs:a=b (n) < a-b =0 (n).

® Démonstration
On démontre équivalence par double implication.

a=ng+r
® a=b (n), il existe alors deux entiers relatifs g et g’ tels que : {b q’ N avec0<r<n.
=nqg +r

Par soustraction terme a terme a — b =n(q - q’) donc (a - b) est multiple dendotia-b =0 (n).
® Réciproquement, a - b = 0 (n) donc il existe un entier relatif k tel que :a - b =kn (Eq. 1).

La division euclidienne de a parn donne :a=nq +ravec 0 <r < n (Eq. 2).

(Eq.2) dans (Eq. 1) donne:nq+r-b=kn<-b=kn-nq-r<b=(q-kn+r.

Compatibilité

Soit n un entier naturel (n = 2) et a, b, ¢, d des entiers relatifs vérifiant :a = b (n) et c = d (n).
La relation de congruence est compatible avec :

@ Vladdition:a+c=b+d(n),

(@ la multiplication : ac = bd (n),

(3 avec les puissances : ak = b (n) aveck €N

Démonstrations
I (@ et(@-> Apprendre a démontrer p. 90

Exemples

e22+37=1+2(7)=59=3(7)
e22x37=1x2(7)=814=3(7)
0220=1%(7)=22=1(7)et39*=23(7) =39*=8=1(7)
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Enoncé

(résolus

Montrer que, pour tout entier naturel n, 373 - 4472 est divisible par 11.

il solution [N
3043 = 30 5 33 et 44142 = (4% % 42
33=27=11x2+5donc3*=5(11)
42=16=11x1+5donc4?>=5(11)
4%= (422 donc4* =52 =25=3(11)
Ona:{3n+3§3nxs(”) & 3m3_44m2 =0 (11) ﬂ
44n+2 =30 5 5(11)

Pour tout entier n, 33 — 4472 est divisible par 11.

A vous de jouer ! [V

En remarquant que 25 = -1 (13), montrer que pour
tout entier naturel n, 54" - 1 est divisible par 13.

sode
§a Utiliser un tableau de congruence

Enoncé

lllllllllll conseiIS&MéthOdes (AR R NN NN NN NN

ﬂ Penser aux congruences : si un nombre est
divisible par 11, il est congru a 0 modulo 11.

ﬂ On cherche deux puissances de 3
: " “etde 4 congrues modulo 11

ﬂ Penser a la compatibilité.

m AT'aide des congruences, déterminer le chiffre des
unités dans l'écriture décimale de 3202,
) Exercices 62 a 74 p. 93

Déterminer les restes possibles de la division de n? par 7 suivant les valeurs de l'entier relatif n.

En déduire les solutions de n? = 2 (7).

fl solution B

On construit le tableau suivant : ﬂ

L Conseils & Méthodes |

Reste de la division
denpar7

La méthode est exhaustive : c'est la
disjonction des cas.

Reste de la division
de n?par 7

Restes possibles dans la division par 7 :
0,1,2,3,4,5,6.
On détermine ensuite les restes

Par exemple sin = 3 (7), alors n2 =9 = 2 (7).

Les restes possibles sont : 0, 1, 2, 4.

Sin? =2 (7)le reste de n? par 7 est 2 ce qui est possible si le reste de n par

7 est3ou4.

Les solutions sont: n = 3 (7) oun = 4 (7).

possibles de n? dans la division par 7.

A l'aide du tableau de congruence,
résoudre I'équation.

(CRemarque Dans toute la suite, on noteran = ... (7) pour « Reste de la division de n par 7 ».

A vous de jouer ! [V

Déterminer les restes possibles dans la division de
n? par 8 suivant les valeurs de l'entier relatifs n.
Résoudre alors I'équation (n +3)2-1=0(8).

m 1. Déterminer les restes possibles dans la division
de 4x par 9 suivant les valeurs de I'entier relatifs x.
2.Résoudre alors : 4x =5 (9).

) Exercices 62 a 74 p. 93
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Déeterminer une série de restes

Enoncé

Meéthodes
lienmini.fr/maths-e03-03

Les rendez-vous
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“» Cours 3 p. 86

1. Soit n un entier naturel. Déterminer, suivant les valeurs de n, les restes possibles de 3" dans la division par 11.

2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles 3" + 7 est divisible par 11.

3. En déduire que 1352°2" =3 (11).

fl solution

1. On établit la série des restes possible de 3" par 11. ﬂ
30=1(11)

31 =3(11)
32=9(11)
3=27=5(11)

3t=3x5=4(11)

3¥=3x4=1(11). ﬂ

La série des restes est 1, 3, 9, 5, 4, soit une période de 5.
Ondivise npar5:n=5q +ravec0<r<5,onaalors:
37 =359 = 3%9 x 3" = (3%)9 x 3" comme 3° = 1(11).
Pourtoutn € N, 3" = 19x 3= 37(11).

Résumons ce résultat dans un tableau :

..(5) 0 1 2 3 4

n

3!!

000 (1)

2. (3" + 7) est divisible par 11 si, et seulement si :
3'+7=0(11)=3"=-7=11-7=4(11).
D'apreés le tableau: 3" =4 (11) & n =4 (5).

........... conseiIS& MéthOdes (AR R NN NN NN NN

ﬂ D’aprés le principe des tiroirs, les restes
possibles dans la division de 3" par 11 obéissent
a une série.

Déterminer les restes pourn=0,n=1, ...
jusqu'a obtenir un reste déja obtenu.

ﬂ On traite le cas général avec n € N.

u Remplir un tableau donnant les restes de 3"
suivant les valeurs de n.

E Résoudre I'équation demandée a l'aide du
tableau.

ﬁ Pour utiliser le tableau des puissances de 3,
chercher les restes du nombre dans la division
par 11 et de la puissance dans la division par 5.

Conclusion : 3" + 7 est divisible par 11 si 4 est le reste de la division de n par 5.
3.0na135=3(11)car 135=11x12+3et2021=1(5)car2021=5%x404+1.
D'apres les régles de compatibilité et du tableau : 1352021 = 32021 = 31T = 3 (11).

A vous de jouer ! [V

1. Déterminer, suivant les valeurs de n, les restes
possibles de 2" dans la division par 9.

2. En déduire les entiers n tels que 2" - 1 est divisible
par 9.

m 1. Déterminer, suivant les valeurs de n, les restes
possibles de 7" dans la division par 10.

2. En déduire les entiers n tels que 7"-1 est divisible
par 10.

3. En déduire le chiffre des unités de 7,

1. Déterminer, suivant les valeurs de n, les restes
possibles de 5" dans la division par 9.

2. En déduire les entiers n tels que 5" - 1 est divisible par 9.
3. En déduire que 2122020 = 4 (9).

1. Déterminer, suivant les valeurs de n, les restes
possibles de 3" dans la division par 7.

2. En déduire les entiers n tels que 3" — 6 est divisible
par7.

3. En déduire que 1642%2' =5 (7).

) Exercices 75a 79 p. 94
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50de
=@ Conjecturer un critére de divisibilité

Enoncé
Cet exercice a pour but d'utiliser et de démontrer un critére de divisibilité par 7.
1. Donner tous les nombres entiers naturels a un et deux chiffres divisibles par 7.

2. Voici deux exemples mettant un ceuvre une méme procédure permettant de déterminer si un nombre entier
naturel est divisible par 7 ou non.

e 574 est-il divisible par 7 ?

57 |4
-8 [4x2
49

49 est divisible par 7

e 827 est-il divisible par 7 ?

82 |7
-14 | 7x2
68

68 n'est pas divisible par 7

donc 574 aussi

donc 827 non plus

Al'aide de cette procédure, dire si les nombres 406, 895 et 5 607 sont divisibles par 7.

3. Enoncer puis démontrer un critére simple de divisibilité par 7 lié a cette procédure.

il Solution N R Conseils & Méthodes _ INNNNINNN

1. Les multiples de 7 inférieurs a 100 sont: | Commencer par multiplier le chiffre des unités
0,7,14,21,28,35,42,49,56,63,70,77, 84,91, 98. par 2.

2. 406 est divisible par 7 895 n'est pas divisible par 7 ﬂOn peut réitérer la procédure.

Traduire en termes de congruence le critére

40 6 89 5 . e e oley 2
-12 | 6x2 ~10 | 5%2 de divisibilité.
28 79 |1 ﬂ Penser a multiplier I'équation de facon a obtenir

le reste souhaité. Attention, pas de division avec
les congruences !

5 607 n'est pas divisible par 7 ﬂ

560 | 7 54 |16
-14 | 7x2 -12 |6Xx2
546 |1 42 |1

3. « Un nombre est divisible par 7 si, et seulement si, le nombre de ses dizaines diminué du double du chiffre de ses unités
est divisible par 7 ». On peut réitérer le processus si nécessaire.

On effectue la division euclidienne de n par 10 soit:n = 10a + b avec 0 < b < 10.

Montrons n = 0 (7) < a - 2b = 0 (7) par double implication : ﬂ et u

x(=2) -20=1(7)
en=07)=10a+b=0(7) = -20a-2b=0(7) = a-2b=0(7).

x10 = 7)
eq-2b=0(7) = 10a-20b=0(7) = 10a+b=0(7)=n=0(7).

A vous de jouer ! [V

Soit un entier naturel n tel que n = 100a + b avec
abeNet0<b<100.

1. Prouver que n est divisible par 25 si, et seulement si,
b est divisible par 25.

2. Enoncer en francais un critére simple de divisibilité
par 25.

m Soit un entier naturel tel que:n=10a + b
aveca,beNet0sb=<09.

1. Etablir la liste des multiples de 13 inférieurs a 100.

2. Montrerque:n=0(13) < a+4b=0(13).

3. Enoncer en francais un critére simple de divisibilité par 13.
4. En déduire, sans calculatrice, les multiples de 13 parmi
les entiers suivants : 676, 943, 4 652, 156 556.

) Exercices 80 a 83 p. 94
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apprendre a démontrer

YL GEEEL NI Compatibilité
Soit n un entier naturel (n = 2) et a, b, ¢, d des entiers relatifs vérifiant :
a=bn)etc=d(n).

La relation de congruence est compatible avec I'addition:a+c=b +d (n)
et la multiplication : ac = bd (n).

© On démontre ces deux égalités en revenant a la définition de la congruence.

» Comprendre avant de rédiger
» On veut montrer, comme avec la relation d’égalité, qu’avec la relation de congruence on peut ajouter ou multiplier
terme a terme deux relations.
e Les restes de 47 et 58 dans la division par 9 sont respectivement 2 et 4 alors les restes de leur somme et de leur
produit sont respectivement 6 et 8 :

{4752(9)
=47 +58 =6 (9) et 47 x 58 = 8 (9).
58=4(9)

» Rédiger

La démonstration rédigée

* Démontrons la compatibilité avec I'addition.

Etape

P o ) On a les équivalences suivantes (k € Z) :

Deux nombres sont congrus modulo n si leur diffé-

rence est un multiple de n. e a=b(n) _ Ja-b=0(n)  Ja-b=kn
c=d(n) c-d=0(n) c-d=kn

Etape @

On peut additionner terme a terme deux égalités. > @-b+-d=(k+kne

(@+c)=(b+d)=(k+k)n

Etapeo % a+c=b+d(n)

On revient alors a la relation de congruence.

Etape o * Démontrons la compatibilité avec la multiplication.

On a les équivalences suivantes :
Deux nombres sont congrus modulo n s'ils sont séparés 5 {

d’un multiple de n. a=b (n)@ a=b+kn

c=d (n) c=d+k'n
SEIp o % b + kn)(d + k'n) = bd + n(k’b + kd + kk’
On peut multiplier terme a terme deux égalités. ac = (b +kn)(d + k') =bd + n(i’b + kd + ki'n)
Etape e ac-bd = (k'b + kd + kk'n)n & ac—bd =0 (n)
On revient ensuite a la relation de congruence. a < ac = bd (n)

» Pour s’entrainer

Montrer la compatibilité de la congruence avec les puissances :
soitn =2, pourtout k EN,a = b= a* = bk (n).
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© DIAPORAMA

Calculs et automatismes
lienmini.fr/maths-e03-04

EL] Liste de diviseurs

Méthode Comment faire pour dresser, a I'aide d’un tableau,
la liste des diviseurs positifs des entiers naturels a suivants ?
a)a=150

b) a =230

X8 Nombre de diviseurs
Choisir la bonne réponse.
1. Le nombre de diviseurs positifs de 810 est :

[al 16 [b] 18 [c] 20 [d] 22
2. Le nombre de diviseurs positifs de 252 est :

[al 16 [b] 18 [c] 20 [d] 22

m Diviseur d’un carré

Laffirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
Justifier. \Y/ F
Un carré parfait admet un nombre impair O O
de diviseur.

FZ] critére de divisibilité

A quelle condition un nombre est-il divisible par 6 ? par 18 ?

EMA pivisibilité par le produit

Les affirmations suivantes sont-elle vraies

ou fausses ? Justifier. \' F
Si un nombre est divisible par 6 et 9 alors, O O
ce nombre est divisible par 54.

Si un nombre est divisible par 9 et 14, alors O Od

ce nombre est divisible par 126.

=) Recherche de diviseurs communs

Soit k un entier naturel. On posea=5k+4etb=3k+ 1.
Méthode Comment faire pour déterminer les diviseurs com-
muns possibles pour a et b par une combinaison linéaire ?

EZA pivision euclidienne

Dans chaque cas, écrire la division euclidienne de a par b.
a)a=193etb=16

b)a=18et b=50

cJa=-20etb=7

d)a=-354etb=17

Egalité et division euclidienne
L'affirmation suivante est-elle

vraie ou fausse ? Justifier. \'"/
L'égalité : =37 =5 (-7) - 2 correspond |
a la division euclidienne de - 37 par 5.

O =m

EXErcices ("calculs et automatismes

EX] Diviseur et division euclidienne

Dans la division euclidienne de deux entiers naturels, le
dividende est 63 et le reste 17.

Donner toutes les valeurs possibles du quotient et du
diviseur.

EX] Restes possibles

Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

Dans une division euclidienne, le quotient d'un entier
relatif x par 3 est 7.

Les valeurs de x possibles sont :

[alo, 1,2 [b] 21 [c] 22et23 [d] 21,2223

El) D’une division euclidienne a une autre
Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

Sil'on divise un entier a par 18, le reste est 13.

Le reste de la division de a par 6 est :

[a] 7 [b] 13 [c]1

[d] on ne sait pas.

Recherche de deux entiers

La différence entre deux entiers naturels est 538. Si I'on divise
I'un par l'autre, le quotient est 13 et le reste 34.

Quels sont ces deux entiers ?

EX congruence
Pour chaque valeur de a donnée, trouver un entier relatif x
telque:a=x(7)et-3=x<4.

a)a=11 b)a=24
c)a=62 d)a=285
e)a=-12 fla=32
g)a=98 h)a=-47

EX] Déterminer un reste

Méthode Comment faire pour montrer que:2°=-1(11)?
Quels sont alors les restes dans la division euclidienne par 11
de 13%et (-2)'°?

Reste ou pas

Les affirmations suivantes sont-elle vraies
ou fausses ? Justifier.

a)12»=1(11)
b) 775 =1(13)
c)10’=-1(9)

d)99'%° =1 (10)

Oododo=s
I I O

E3 pivisibilité et congruence
L'affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
Justifier.

(6" - 1) est divisible par 5. O

O =
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d'application

Résoudre une équation .. .

et utiliser la divisibilité £ “8 p 53
1. Dans un tableau, Histoire des maths
dresser la liste des diviseurs de 220.

2. Un diviseur propre d’un entier est un diviseur autre que
lui-méme. Vérifier que la somme des diviseurs propres de
220 est 284.

3. Déterminer les diviseurs propres

de 284 puis en faire la somme.

4. Qu'observe-t-on ? On dit que

220 et 284 sont amiables.

Euler (1707-1783), mathémati-

cien suisse, donna une liste de 61

paires de nombres amiables. On ne

connait aucune paire de nombres

amiables de parité différente.

Un supermarché recoit une livraison de bouteilles.
Si 'on compte les bouteilles par 3, 5 ou 7, il en reste
toujours 2.

Sachant que le nombre de bouteilles est compris entre 1 500
et 1600, combien de bouteilles le supermarché a-t-il recues ?

ELN 1. Donner la liste des diviseurs de 20 dans N.
2. En déduire tous les couples d'entiers naturels (x ; y)
vérifiant :
4x% - 2 =20.
EEN peterminer les couples d'entiers naturels (x; y)

vérifiant :
5x2-7xy=17.

Déterminer les entiers relatifs n tels que (n - 4) divise
(3n-17).

Pour quelles valeurs de I'entier naturel n a-t-on (n + 8)
divisible parn?

m Soit n un entier relatif. Pour quelles valeurs de n la

n+12
fraction 6 est-elle un entier relatif ?

2n+1

m Soit n un entier relatif. Pour quelles valeurs de n la

. 10n . .
fraction est-elle un entier relatif ?
3n+1

Déterminer les valeurs de I'entier naturel n pour les-
quelles (n - 7) divise (n> —n - 27).

1. Montrer que si un entier naturel d divise (12n + 7)
et (3n+ 1) alors, il divise 3. 7
2. En déduire que la fraction

3n+1

est irréductible.

1 soit I'équation (E) :xy - 5x-5y-7=0.
1. Montrer que :
xy-5x-5y-7=0 (x-5)(y-5)=32.
2. Déterminer les couples d’entiers naturels (x ; y) qui véri-
fient (E).

Montrer que si n est un entier impair alors (n? - 1) est
divisible par 8.

m Soit n un naturel. Démontrer que, quel que soit n,
3n* + 5n + lest impair et en déduire que ce nombre n'est
jamais divisible par n(n + 1).

m Onpose:a,=n>-navecn € N.

1. Montrer que a, est pair.

2. Montrer que a, est divisible par 3.

3. En utilisant les congruences modulo 5, démontrer que
a, est divisible par 5.

4. Pourquoi a, est-il divisible par 20 ?

m Démontrer par disjonction des cas Démo
que pour tout naturel n, n(n? + 5) est divisible par 3.

m Montrer que, si 'on soustrait a un entier naturel stricte-
ment inférieur a 100 la somme de ses chiffres, alors le
résultat est divisible par 9.

m Soit n un entier naturel.

1. Démontrer que (n + 1) divise (n? + 5n + 4) et (N> + 3n + 2).
2. Déterminer I'ensemble des valeurs de n pour lesquelles
3n? + 15n + 19 est divisible par (n + 1).

3. En déduire que pour tout n, (3n2 + 15n + 19) n'est pas
divisible par (n? + 3n + 2).

Manipuler la division
euclidienne

.................................................

@ On considere I'égalité suivante :
23x51+35=1208.

Sans effectuer de division, répondre aux questions suivantes.
1. Quels sont le quotient et le reste de la division de — 1 208
par517?
2. Quels sont le quotient et le reste de la division de 1 208
par237?

On considére I'égalité suivante :
842270=3251x% 259 + 261.

Sans effectuer de division, répondre aux questions suivantes.
1. Quels sont le quotient et le reste de la division de 842 270
par 2597

2. Quels sont le quotient et le reste de la division de
-842270par3 2517

E Soit n et p sont deux entiers naturels. On sait que le
reste dans la division euclidienne de n par 11 vaut 8 et que
le reste dans la division euclidienne de p par 11 vaut 7.

Quel est le reste de n + p dans la division euclidienne par 11?7

m Un entier naturel n est tel que si on le divise par 5 le
reste vaut 3 et si on le divise par 6 le reste augmente de 1
et le quotient diminue de 1. Déterminer n.



d'application

La différence de deux entiers naturels est 538. Si l'on
divise I'un par 'autre, le quotient est 13 et le reste 34. Quels
sont ces entiers ?

m On divise un entier naturel n par 152, puis par 147. Les
quotients sont égaux et les restes respectifs sont 13 et 98.
Déterminer n.

E Dans la division euclidienne de 1 620 par un entier
naturel b non nul, le quotient est 23 et le reste r.
Déterminer les valeurs possibles pour b et r.

m Sil'on divise A par 6, le reste est 4. Quels sont les restes
possibles de la division de A par 18 ?

Ala pointe ouest de l'le de Ré, se situe le grand phare
des baleines. L'escalier qui méne au sommet a un nombre
de marches compris entre 246 et 260.

Ted et Laure sont deux sportifs. Laure qui est plus jeune
monte les marches 4 par 4 et ala finil lui reste 1 marche. Ted,
lui, monte les marches 3 par 3 et a la fin il lui reste 2 marches.
Combien l'escalier compte-t-il de marches ?

o50de  sn0de

0 A e

................................................

Déterminer le reste de la division euclidienne de
(53" - 6" par 17 pour tout n € N.

m Déterminer le reste de la division euclidienne de 396°
par7.

Déterminer le reste de la division euclidienne de
2012292 par 11.

m Déterminer le reste de la division euclidienne de
(451 x 6% -912) par 7.

m Démontrer que 13 divise (312¢ + 5'26),

Montrer que pour tout entier naturel n:
(162™1 + 18" est divisible par 17.

m Montrer que pour tout entier naturel n:
(241 + 34n+1) est divisible par 5.

m 1. Compléter cette table des restes dans la congruence
modulo 4.

.. (4) 0 1 2 3
.. (4)

X

o

2. Prouver que léquation 7x? - 492 = 1, d'inconnues x et y
entiers relatifs, n'a pas de solution.
3. Résoudre dans Z l'équation (x + 3)2 =1 (4).

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on
pose A(n) =n*+1.

1. Etudier la parité de I'entier A(n).

2. Montrer que, quel que soit I'entier n, A(n) n'est pas un
multiple de 3.

3. Montrer que, pour tout entier d diviseur de A(n) : n® = 1 (d).

La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ?
Justifier.
«Siab=0(6)alorsa=0 (6)oub=0(6).»

La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ?
Justifier.
«Si2x=4(12)alorsx=2(12).»

On veut montrer que 'équation (E) : 11x? - 7)2 =5
n‘a pas de solution entiére.

1. On suppose qu'il existe une solution (x; y).

En raisonnant modulo 5, montrer que I'équation (E) peut
se mettre sous la forme : x> = 22 (5).

2. Recopier puis compléter les tableaux de congruence
suivants.

.. (5) 0 1 2 3 4
.. (5)

X

2

y=..6) | 0 | 1 2 | 3 | 4
22 =...(5

3. Montrer que x et y sont multiples de 5.
4. Conclure.

On veut montrer que I'équation
(E):3x*+7)*=10"avecn €N

n‘a pas de solution entiére.

1. On suppose qu'il existe une solution (x; y).

On raisonne modulo 7.

a) Montrer que 100 = 2 (7).

b) En déduire que I'équation (E) peut se mettre sous la

forme:3x2=2" (7).

2. Recopier puis compléter le tableau de congruence

suivant.

x=...(7) 0 1 2 3 4 5 6

32=...(7)

3. Etudier les restes dans la division de 2" par 7.
4. Conclure.
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d'entrainement

P ] yOn) ,qvld\ﬂde
Déterminer une série de restes [ p.ss
1. Déterminer, suivant les valeurs de n € N, le reste
de la division par 5 de 2".

On pourra donner la réponse sous la forme d’un tableau
de congruence.
2. En déduire le reste de la division par 5 de1 3572077,

Pour quelles valeurs de l'entier naturel n le nombre
3 x 4"+ 2 est-il divisible par 11 ?

1. Déterminer les restes de la division euclidienne de
5" par 11 suivant les valeurs de n.
2. En déduire le reste de la division par 11 de 2 0182979,

1. Déterminer, suivant les valeurs de l'entier naturel
non nul n, le reste dans la division euclidienne par 9 de 7".
2. Démontrer alors que 2 014204 =7 (9).

Pour chacune des propositions suivantes indiquer si
elle est vraie ou fausse en justifiant.

Proposition 1 Le reste de la division euclidienne de 2 0182020
par 7 est 2.

Proposition 2 112" est congru a 4 modulo 7.

Conjecturer un critere -
de divisibilité “HA p.89

.................................................

Soit n un entier naturel, on sépare Demo
son nombre de dizaines a et le chiffre des unités b.
Onaalors:n=10a +b.

1. Prouver que n est divisible par 17 si, et seulement si, a — 5b
est divisible par 17.

2. Montrer par ce procédé (que l'on peut réitérer) que les
nombres : 816 et 16 983 sont divisibles par 17.

Un entier x est composé de (n + 1) chiffres notés :
Ay ay ..., A,
Onnotealors:x=a, ..a, a, d,.

1.Sachant que 10=-1 (11), montrer que:
x=(a,+a,+a,+..)-(a,+a,+...) (11).
2. Enoncer un critére de divisibilité par 11.

3. Déterminer, pour chacun des entiers suivants, son reste
dans la division par 11.

a) 123 456 789 b) 10891 089

c) 5555..5 d) 147 856 103
—_—
100 fois

Travailler l'oral

Le 1¢"janvier 2012 était un dimanche. Déterminer :
a) le jour de la semaine du 1¢" janvier 2062.
b) le jour de la semaine du 10 mars 2041.

72 1. a) Démontrer que pour tout Demo
entier naturel n non nul: 10" =1 (9).

b) On désigne par N un entier naturel écrit en base dix et
on appelle S la somme de ses chiffres.

Démontrer la relation suivante : N =S (9).

c) En déduire que N est divisible par 9 si, et seulement si,
Sest divisible par 9.

3.0n suppose que A =2 0142014,

On désigne par:

¢ Bla somme des chiffres de A,

* Cla somme des chiffres de B,

* D la somme des chiffres de C.

a) Démontrer la relation suivante: A =D (9).

b) Sachant que 2 014 < 10 000, démontrer que A s'écrit en
numération décimale avec au plus 8 020 chiffres. En déduire
que B =< 72 504.

c) Démontrer que C < 45.

d) En étudiant la liste des entiers inférieurs a 45, déterminer
un majorant de D plus petit que 15.

e) Démontrer que D =7.

m On appelle inverse de x modulo 5, un entier y tel que
xy=1(5).

1. Déterminer un inverse modulo 5 de x = 2.

2. Déterminer un inverse modulo 5 dex=3 etx=4.

3. Est-ce que x =5 admet un inverse ? Pourquoi ?

4. A l'aide d'un tableau de congruence, déterminer suivant
la valeur de x son inverse modulo 5.

5. A l'aide de ce tableau, résoudre les équations suivantes.
a) 2x=3(5) b) 9x =1 (5)

Ecrituredécimale
On décide de former des nombres dans le systéme
décimal en écrivant de gauche a droite quatre chiffres
consécutifs dans I'ordre croissant puis on permute les deux
premiers chiffres de gauche. Par exemple, a partir de 4 567
on obtient 5467 ; a partir de 2 345 on obtient 3 245. Démon-
trer que tous les entiers naturels ainsi obtenus sont multiples
de 11.

m On considére un entier de 3 chiffres. On appelle ren-
versé de cet entier le nombre qui s'écrit en échangeant les
chiffres des centaines et des unités. Par exemple, le renversé
de 158 est 851. Montrer que la différence entre un entier
de 3 chiffres et son renversé est divisible par 9.

¢) Le jour de la semaine du 11 avril 1953, jour de naissance
de Andrew Wiles, célébre pour avoir démontrer le grand
théoreme de Fermat.



Suite et terminaison décimale
On consideére la suite (u,) d'entiers :
u,=14etpourtoutn €N,u, ,=5u, -6.
1. Calculeru,, u,, u; etu,
Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux
derniers chiffresdeu, ?
2. Montrer que : pourtoutn €N, u_, = u, (4).

En déduire que : pour toutk € N, u,=2@4etu,, , =0(4).
3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier natureln:
2u =5"2+3.

b) En déduire que, pour tout entier naturel n :
2u_ = 28(100).

c) Déterminer les deux derniers chiffres de I"écriture déci-
male de u, suivant les valeurs de n.

Suite et congruence

Soit la suite (u,) définie par u, = 0 et, pour tout entier natu-
reln,u ., =3u +1.

1. a) Démontrer par récurrence que :

pour tout entier naturel n, 2u, =3"-1.

b) Déterminer le plus petit entier naturel non nul n tel que
3" est congru a 1 modulo 7.

¢) En déduire que u, ,, est divisible par 7.

2. a) Calculer le reste de la division euclidienne par 5 de
chacun des cing premiers termes de la suite (u,).

b) Sans justification, compléter le tableau suivant.

mi=23(5) 0 1 2 3 4

3m+1=...(5)

<) En déduire que, pour tout entier naturel n, siu, est congru
a4 modulo 5, alors u, ,, est congru a 4 modulo 5.

d) Existe-t-il un entier naturel n tel que le reste de la division
deu, par5soitégala2?

EL] Diviseur commun
Soit la suite (a,) définie pourn € N par:
42n+1 +1

n= T
1. Calculera, eta,.
2. Montrer que : pour toutn €N, a ., =16a, - 3.
3. Démontrer que, pour toutn € N,a € N.
4. a) Pour toutn € N, on note d_ le plus grand diviseur
commundea eta, ..
Montrer que, pour toutn €N, d_ estégalaloua3.
b) Montrer que, pour toutn € N,
an+1 = an (3)
c) Vérifier quea, = 1 (3).
En déduire que, pour tout n € N, a, n'est pas divisible
par 3.
d) Démontrer que, pour toutn €N, d = 1.

ET) Divisibilité

Pour chacune des propositions suivantes indiquer si elle
est vraie ou fausse en justifiant.

M et N ont pour écriture en base 10 abc et bca.
Proposition 1 Sil'entier M est divisible par 27 alors I'entier
M — N est aussi divisible par 27.

Proposition 2 3 divise (22" - 1) pour tout entier naturel n.
Proposition 3 Six?+x= 0 (6) alors x= 0 (3).

XN Cube et terminaison décimale
Le but de l'exercice est de montrer qu'il existe un entier
naturel n dont I'écriture décimale du cube se termine par
2 009, c'est-a-dire tel que n® = 2009 (10 000).
A » 1. Quel est le reste de 2 0092 dans la division par 16 ?
2. En déduire que 2 0098 = 2 009 (16).
B » Soit la suite (u,) définie sur N par:

u,=2009°-1 et pourtoutn €N,u, =, +1°-1.
1.a) Démontrer que u, est divisible par 5.
b) On rappelle le bindbme de Newton a l'ordre 5 :
(a+b)°=a°+ 5a*b + 10a°b? + 10a°b® + 5ab* + b°.
Démontrer que : pour tout entier naturel n,

u,=u, fuf+5W?+2u?+2u +1)I.

c) Démontrer par récurrence que:
pour tout n € N, u, est divisible par 5" + 1.
2. a) Vérifier que u, = 2 009%° - 1 puis en déduire que
2009%° =1 (625).
b) Démontrer alors que : 2 0098%°" = 2 009 (625).

C » On admet que l'on peut montrer que 2 0098%" — 2 009
est divisible par 10 000. Déterminer un entier naturel dont
I'écriture décimale du cube se termine par 2 009.

EF puissances de 2,3 ou 5

Soit (E) 'ensemble des entiers naturels qui peuvent sécrire

sous laforme 9 + a’oua € N,

Parexemple:10=9+ 12,13 =9+ 22 etc.

On se propose d'étudier I'existence d'éléments de (E) qui

sont des puissances de 2,3 ou 5.

1. Etude de l'équation d'inconnue a:
a’+9=2"ocuaeNetn=4.

a) Montrer que si a existe, a est impair.

b) En raisonnant modulo 4, montrer que I'équation proposée

n‘a pas de solution.

2. Etude de Iéquation d'inconnuea:
a?’+9=3"ocuae N, etn=3.

a) Montrer que sin = 3, 3" est congru a 1 ou a 3 modulo 4.

b) Montrer que si a existe, il est pair et en déduire que

nécessairement n est pair.

c) On pose n = 2p ou p est un entier naturel, avecp = 2.

Déduire d'une factorisation de 3" — a?, que I'équation pro-

posée n'a pas de solution.

3. Etude de I'équation d'inconnue a::
a’+9=5"ocuaeN,etn=2.

a) En raisonnant modulo 3, montrer que I"équation est

impossible si n estimpair.

b) On pose n = 2p, en s'inspirant de 2. ¢) démontrer qu'il

existe un unique entier naturel a tel que a? + 9 soit une

puissance entiére de 5.
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EE) Rep-units

Les entiers naturels 1,11,111,1 111, ... sont des rep-units.
On appelle ainsi les entiers naturels ne s'écrivant qu'avec
des 1.

Pour tout entier naturel p non nul, on note N, le rep-unit
s'écrivant avec p fois le chiffre 1 :

p-1
- - k
N, =11..1= > 10k
p fois k=0
Dans tout I'exercice, p désigne un entier naturel non nul.
L'objet de cet exercice est d'étudier quelques propriétés
des rep-units.

A » Divisibilité par3 et 7

1. Divisibilité de N, par 3.

a) Montrer que, pour tout entier naturel j, 10/ =1 (3).

b) En déduire que Np =p(3).

c) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour
que N, soit divisible par 3.

2. Divisibilité de Np par 7.

a) Compléter le tableau de congruences, ol a est I'unique
entier relatif appartenanta {-3;-2;-1;0;1; 2; 3} tel
que 10" =a (7).

m 0 1 2 3 4 5 6

a

b) Soit p un entier naturel non nul.
Montrer que 10?7 = 1 (7) si, et seulement si, p est un multiple
de 6. On pourra utiliser la division euclidienne de p par 6.
c) Justifier que :
pour tout entier naturel p non nul,

10°P -1

Np=9.

d) On admet que:

7 divise N, est équivalent a 7 divise 9N .
En déduire que Np est divisible par 7 si, et seulement si,
p est un multiple de 6.

B » Un rep-unit strictement supérieur a 1 n’est jamais
un carré parfait

1.Soitn = 2.

On suppose que l'écriture décimale de n? se termine par le
chiffre 1, soitn2 =1 (10).

a) Compléter le tableau de congruences.

n=(0) |0 1|2 /3|4 ,/5|6|7) 8,9

n?=(10)

b) En déduire qu'il existe un entier naturel m tel que :
n=10m+1 ou n=10m-1.

¢) Conclure que n? = 1 (20).

2. Soit p = 2. Quel est le reste de la division euclidienne

de N,par207?

3. En déduire que, pour p = 2, le rep-unit N, nest pas le

carré d'un entier.

Date anniversaire Algo &
Dans cet exercice, on appelle j le numéro du jour de nais-
sance dans le mois et m le numéro du mois de naissance
dans I'année.

Par exemple, pour une personne née le 14 mai:
j=14etm=5.

A » Lors d’'une représentation, un magicien demande aux
spectateurs d'exécuter le programme de calcul (A) suivant.

« Prenez le numéro de votre jour de naissance et multi-
pliez-le par 12.

Prenez le numéro de votre mois de naissance et multipliez-le
par 37.

Ajoutez les deux nombres obtenus. Je pourrai alors vous
donner la date de votre anniversaire ».

Un spectateur annonce 308 et en quelques secondes, le
magicien déclare : « Votre anniversaire tombe le 1¢"aolt ! ».

1. Vérifier que pour une personne née le 1¢" aolt, le pro-
gramme de calcul (A) donne effectivement le nombre 308.
2.a) Pour un spectateur donné, on note zle résultat obtenu
en appliquant le programme de calcul (A). Exprimer z en
fonction dej et de m et démontrer que z=m (12).
b) Retrouver alors la date de I'anniversaire d'un spectateur
ayant obtenu le nombre 455 en appliquant le programme
de calcul (A).
B » Lors d'une autre représentation, le magicien décide
de changer son programme de calcul. Pour un spectateur
dont le numéro du jour de naissance estj et le numéro du
mois de naissance est m, le magicien demande de calculer
le nombre z défini par :

z2=12j+31m.
On donne l'algorithme incomplet suivant.

Variables
Traitement
pour m de 1 a .. faire

pour j de 1 a .. faire
z « 123 + 31m
si .. .. alors
Afficher j, m
Fin si
Fin pour
Fin pour

j, m entiers

1. Compléter cet algorithme afin qu'il affiche toutes les
valeurs de j et de m telles que : 12j + 31m = 503.
2. Quelle est alors la date d’anniversaire correspondante ?
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-
¢ Principe du bon ordre

¢ Principe de la descente infinie

I'algorithme d’Euclide finit par un reste nul.
¢ Principe des tiroirs

2 chaussettes.

Le cycle est au maximum un cycle de 9 restes.

L

Propriétés de I'ensemble N

Toute partie de N non vide admet un plus petit élément.
On exhibe un élément d'une partie de N pour déduire un plus petit élément.

Toute suite dans N strictement décroissante est finie.
On utilise ce principe pour montrer que la suite des restes des divisions successives dans

Sil'on range (n+1) chaussettes dans n tiroirs, alors au moins un tiroir contiendra au moins

C'est ce qui permet de déduire par exemple un cycle de restes de 2" dans la division par 9.

J

N Diviseur | .

J
Opération sur les multiples

Soit a et b deux entiers relatifs.

b divise a, noté b|a si, et seulement si,
il existe un entier relatif k tel que :
a=kb.

On dit aussi que a est un multiple de b.
Comme un entier ne posséde qu’'un
nombre restreint de diviseurs, on
cherchera a factoriser une équation
ou un probleéme de divisibilité pour en
déduire les solutions.

Congruence

e Soitn=2eta,bE Z.

a et b sont congrus modulo n s'ils
sont séparés par un multiple den:
a=b(nea-b=0(n)

e La congruence est une relation
déquivalence : réflexive, symétrique
et transitive.

r

Sia divise b et ¢, alors a divise toute
combinaison linéaire de b et de c soit
ob + Bc, aveco, f € Z.

Si un entier n divise a et b dépendant d'un
parameétre k, alors on peut trouver une
combinaison linéaire de a et de b ne dépendant
plus de k qui est divisible par n.

J

L

Soita € Z et b € N". On appelle division
euclidienne de a par b, 'opération qui
au couple (a; b) associe le couple (g; r)
tel que:

a=bg+ravec0<r<b

J

Compatibilité

Soita= b (n)etc=d(n).

La congruence est compatible avec:
I'addition:a+c=b+d(n)

la multiplication : ac = bd (n)

la puissance : ak = b* (n), k € N.

L
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| Je dois étre capable de... )

| Parcours d’'exercices ]

P Résoudre une équation et utiliser la divisibilité 'Ew Ezdmﬂde —> 1,2,3,4,36,37
P Manipuler la division euclidienne gﬁ % 5,6,53,54
P Utiliser la congruence %" s&éde —> 10,11,12,13,62,63
P> Déterminer une série de restes gﬁ —> 14157576
P Conjecturer un critére de divisibilité 5 —> 18,19,80,81
[ OExos 4 ok

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

Le nombre de diviseurs positifs
de 700 est :

Le nombre de couples d’entier natu-
rels vérifiant I'équation 5x2 - 7xy =17 est:

Les entiers n tels que 2x - 3 divise

n+5sont:

Il existe un entier k pour lequel 9k + 2
et 7k + 3 ont pour diviseur commun d tel
que:

Le reste de la division euclidienne de
—-453 par 13 est:

Ondonne:17648=17><1 037+ 19.
Le reste de la division euclidienne de
17 648 par 17 est :

Ondonne 17648 =17x1037 +19.
Le reste de la division euclidienne de
-17 648 par 17 est:

L'ensemble des solutions de
3x=6(9)est:

Pour tout entier naturel naturel n,
23n—1 est divisible par :

Le chiffre des unités de 370 est :

Le reste de 2 0162%'% dans la division
par5est:

Le nombre 2 021292! est congru

modulo7a:

QCM interactifs ;
lienmini.fr/maths-e03-05 [®]:

(A (&) (C] (0]

16 18 20 22

{=5;1;2,8} {~5;1;5;9 {-13;-1;2;13} {-13;-1;1;13}

d=13 d=2 d=3 d=6
2 5 9 11
19 2 17 1037
2 19 -2 15
x=2(9) x=5(9) x=8(9) x=2(3)
5 6 7 8
1 3 7 9
1 2 3 4
15 17 -3 4
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Diviseurs

1. Trouver tous les diviseurs positifs de 700. Combien y
en a-t-il ?
2.Soitn € Z ; pour quelles valeurs de n

6n+9 . . 5
le nombre o est-il un entier relatif ? ‘A p. 83
n+

Equations

Trouver tous les couples d'entiers naturels (x ; y) qui
vérifient :

a) x(y+1)=14x
o) x?-y*=20

Divisibilité
Déterminer n € N tel que:
(n-2) divise (2n + 3).

Diviseurs communs (1)

Soitk € Z,onposea=3k+2etb=5k-7.

1. Montrer que sid divise a et b alors d divise 31. On citera
le théoréme utilisé.

2. Quels sont les diviseurs communs ohode
positifs possibles aaetb ? Ao s3

Diviseurs communs (2)

Soitk € Z,ondonne:a=9-4etb=>5k-3.
Déterminer les valeurs possibles 50t

d’un diviseur d commun a a et b. My 83

Divisibilité

Soit k un entier relatif et A= (2k + 1)2- 1.
1. Factoriser A.

2. Montrer que A est divisible par 8

pour tout entier relatif k.

b) (x +2))(2x - 3y)=15 ot

d) 22 =4y +1 & 1 S

yode
Ay 83

syode
2 1 P

Division euclidienne : vrai ou faux ?
Pour chacune des propositions suivantes indiquer si
elle est vraie ou fausse et donner une justification de la
réponse choisie.

1. Proposition 1 Sile reste dans la division d'un entiern
par 66 est 5 alors 5 est le reste de n dans la division par 11.
2. Proposition 2 Si le reste dans la division
d’'unentiern par 11 est 5 alors 5 est le reste  youe

de n dans la division par 66. *A p. 85

Division euclidienne

La somme de deux entiers naturels a et b est égale a 1 400.
Le reste de la division euclidienne de a par b est 16.

1. Traduire I'énoncé. Quelle condition a-t-on sur b ?

2. Montrer que b est un diviseur de 1 384.

3. En utilisant le fait que 173 est premier,

déterminer les valeurs possibles ohote
poura et b. A p.s3

Restes

Soit b un entier naturel non nul. Le quotient
dans la division euclidienne de 524 par b 50t
est 15. Quels sont les restes possibles ? Eﬂ p. 85

Quotient

Trouver tous les entiers naturels qui ont
un reste égal au cube de leur quotient gx\ode
dans la division euclidienne par 64. ﬂ p. 83

Dé
Congruence —

Soitn = 2 et les entiers relatifs g, b, ¢, d tels que :
a=b(n)etc=d(n). 5ot
Montrer que:a+c=b+d (n). A p. 87

Restes et congruence

1. Montrer que : 33 = -1 (7).

2.En déduire que 15152%* ~ 1 est divisible  yod

par 7 et que le reste de 32°'8 par 7 est 2. s 3] p. 85

Piéces d'un puzzle

En rangeant les n piéces de son puzzle, Raja constate que:
e si elle les range par groupe de 5, il lui reste 3 piéces ;

e si elle les range par groupe de 7, il lui reste 2 piéces;

e si elle les range par groupe de 9, il lui reste 1 piéces;

e et si elle les range par groupe de 11, il ne lui reste plus
de piece.

Samere affirme qu‘alors (2n - 11) est divisible par 5,7,9 et 11.
1. A-t-elle raison ?

2. Combien ce puzzle contient de pieces ohode
sachant que ce nombre est inférieur a 2 000 ? 0 p. 87

Résolution d’équations

Résoudre les équations suivantes. ohode
a)7-x=53) b)P+x+3=0(5) A

Tableau de congruence
Soit I'équation (E) : x2 —x+ 4 = 0 (6).
1. Recopier puis remplir le tableau de congruence suivant.

p. 87

x=...(6) 0 1 2 3 4 5
P =...(6)
-x+4=...(6)
P-x+4=..(6)

J5ode

& 5 | p. 87

2. Résoudre alors I'équation (E).

Cycle de restes

1. Soit n € N. Etablir le cycle des restes de 4" dans la
division par 7.

2. En déduire le reste de 2 0202°'° dans

la division par 7. 5%

M, 87
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Le numéro INSEE
ou de sécurité sociale
Le numéro de sécurité sociale est une succession de
13 chiffres suivie d'une clé de 2 chiffres. Par exemple
28407 17 300 941 clé 46.

Algo |gs8

On pose alors A le nombre composé des 13 chiffres et K
la clé de contrdle constitué par les deux derniers chiffres.
Dans notre I'exemple, on a donc::

A=2840717300941 etK=46.

Soit r le reste de la division de A par 97.

La clé de contréle est alors K=97 —r.

Pour rendre exécutable le calcul sur une calculatrice, on
décompose A en deux séries de nombres. B correspond
au 7 premiers chiffres en partant de la gauche et C aux six
derniers.

Onaalors:A=105xB+C.

1. Démontrer que : A = 27B + C (97).

2. Vérifier alors que la clé de I'exemple est 46.

3. Ecrire une fonction c1le (B, C) en Python = qui per-
met, en rentrant B et C, de calculer la clé K.

Rentrer cette fonction sur la calculatrice.

Tester en cherchant la clé du numéro de sécurité sociale
suivant: 1620674086 017.

4. Montrer que si dans le nombre complet en incluant la
clé (15 chiffres), un et un seul chiffre est erroné, l'erreur est
détectée, et qu'il en est de méme si deux chiffres consécutifs
sont permutés.

Ecriture décimale et divisibilité 'Démo
On considére la suite (u,) définie par :
u,=1etvnenN,u =10u, +21.
1. Calculeru,, u, etu,.
2.a) Démontrer par récurrence que :
pourtoutn €N, 3u, =10""-7

b) En déduire I'écriture décimale de u, .
3. Démontrer que pour toutn € N, u_ n'est divisible ni par 2,
ni par 3, ni par 5.
4. a) Démontrer que pour toutn € N :

Bu,=4-(=1)"(11).
b) En déduire que pour tout n € N, u, n'est pas divisible
par 11.
5.a) Démontrer l'égalité : 10'° = 1 (17).

b) En déduire que pour toutk € N, u, ., - est divisible par 17.

16k+8

E¥A carré parfait
Montrer, sans utiliser de calculatrice et a l'aide des
congruences, que 1295 377 n'est pas un carré parfait.

B3 Systeme de congruences
. X {n =203)
On considere le systeme (S) :
n=1(5)
1. Montrer que 11 est solution de (S).
2. Montrer que si n est solution de (S) alors (n — 11) est
divisible par 3.
3. Montrer que les solutions de (S) sont tous les entiers de
laforme 11 + 15k, ou k € Z.

Base 12 et divisibilité
Onnote0, 1,2, ...,9 0,B, les chiffres de I'écriture d'un
nombre en base12. Par exemple :

Ba7 =Px122+ax12+7

=11x122+10%x12+7

=1711en base 10 o
1.a) Soit N, le nombre sécrivant en base 12 par N, =[310c12.
Déterminer l'écriture de N, en base 10.
b) Soit N, le nombre s’écrivant en base 10 par:
N,=1131=1x103+1x102+3x 10+ 1.
Déterminer I'écriture de N, en base 12.

Dans la suite, un entier N s'écrira en base 12 par:
12

N=a, ..a, a,
2.a) Démontrer que N = a, (3).
En déduire un critére de divisibilité par 3 d'un nombre écrit
en base 12.
b) A l'aide de son écriture en base 12, déterminer si N, est
divisible par 3.
Confirmer avec son écriture en base 10.
3.a) Démontrer que:

N=a +...+a +a, (1)
En déduire un critére de divisibilité par 11 d'un nombre
en base 12.
b) A I'aide de son écriture en base 12, déterminer si N, est
divisible par 11.
Confirmer avec son écriture en base 10.

—12
4.Un nombre N sécritx4y .

Déterminer les valeurs de x et y pour lesquelles N est divi-
sible par 33. Déterminer alors les nombres N possibles avec
leurs écritures en base 10.

EFE] Division euclidienne
Calculer le reste des divisions suivantes :
a) 32989 par 25

b) 55234 567 par 7

€) 43211234 4 1234432 par 7

EEE] Divisibilité
Soita € N, montrer que :
pourtout n € N, (a+ 1) —a(n + 1) - 1 est multiple de a?.
On pourra raisonner par récurrence.

Démo
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EEl) Résolution d’équation (1)

On considére I'équation (E) : 17x2 - 31y = 22 ou x et y sont
des entiers relatifs.

En utilisant les congruences modulo 8, montrer que I'équa-
tion (E) n'a pas de solution.

EEH Résolution d’équation (2)
On veut résoudre I'équation dans Z :
xX-4x+3=0 (12).
1. Déterminer la forme canonique de:
X% - 4x+ 3.
2. Compléter le tableau suivant.

t'=...(12) 0 1 2 3 4 5 6

?=..(12)

3. En déduire les solutions de t2 = 1 (12).
4. Conclure.

EEH Equations

Résoudre dans Z les équations suivantes.

a)6x=3(4)
b)3x=4(7)
c)4x=10(26)
d) 2x=5(11)

133 Systéemes
Résoudre dans Z les systémes suivants.
x=3(5)
{x =1(6)
2x=3(4)
{4x =1(3)

Equation du second degré

On admet qu’'un nombre premier p divise le produit ab si,
et seulement si, p divise a ou b.

Résoudredans Z: x2-2x+2=0(17).

EEA Divisibilité

Pour quelles valeursden € N :

a) l'entier 52" + 5" + 1 est-il divisible par 3 ?
b) I'entier 227 + 2" + 1 est-il divisible par 7 ?

EE[ Forme d’un carré et d’un cube

1. Montrer que le carré d’un entier non multiple de 5 est
delaforme:5n+1o0u5n-1.

2. Montrer que le cube d'un entier non multiple de 7 est
delaforme:7n+1ou7n-1.

Carré parfait

Montrer que le produit de 4 entiers consécutifs augmenté
de 1 est un carré parfait.

EEL] Divisibilité
1. Montrer que : pour tout n € Z, 6 divise (5n° + n).
2. Montrer que : pour tout n € N, 7 divise (42" + 22" + 1).

Décomposition de (8n + 7)

On veut montrer que le nombre (8n + 7) n'est jamais la
somme de trois carré parfait.

1. Quelle est la parité de (8n +7) ?

2. En déduire en raisonnant modulo 8, que la somme de
trois carrés ne peut étre congrua 7.

3. Conclusion.

Somme de trois cubes
Montrer que la somme de trois cubes consécutifs est divi-
sible par 9.

Congruence puissance n

On rappelle la formule du bindme de Newton :
2(n o
(a+b)" = Z Cla" b’
i=o\/

Soita, b € Z etn = 2, montrer que :
a=b(n)=a" =b"(n?.

ET Solutions rationnelles

Soit P(x) =x3 - x2 - 2x+ 1.

Le but de cet exercice est de montrer que P(x) = 0 n'a pas
de solutions entiéres ou rationnelles.

1. On suppose qu'il existe une solution rationnelle x = P

fraction irréductible. q

Montrer que : p> - p*q-2pg*> +G*=0 (E).

2. Montrer que (E) se met sous la forme :
Pp-q)+q*=0 (2) (E).

3. Montrer que (E’) n"admet des solutions que si p est pair.

4. Conclure.

Duel Fort Boyard

Un candidat de Fort Boyard est opposé au « Maitre du
temps » dans le duel suivant.

Face a un alignement de 20 batonnets, chacun doit, a tour
de role, retirer 1, 2 ou 3 batonnets.

Celui que retire le dernier batonnet a perdu.

Le candidat commence.

Indiquer une méthode ou le candidat est sGr de gagner
son duel.
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)
a4 .
TICE Algo ___30§min Calculer
. o E . J o Modéliser ™)
Diviseurs d'un entier —
On étudie dans cet exercice la programmation de la liste des diviseurs d’un entier naturel non nul.
A » Propriété
1. Déterminer a la main les diviseurs de 150 et 144 en recopiant et complétant les tableaux suivants.
Diviseurs 1 2
Diviseurs 150 75
Diviseurs 1 2
Diviseurs 144 72
2 Que vérifie les diviseurs de la 1™ ligne par rapport a ceux de la 2¢ ligne ?
Quelle est la propriété que vérifie le dernier diviseur de la 1" ligne par rapport a 150 et 144 ?
B » Programmation
1. Pour déterminer la liste des diviseurs d’un entier n = 2 donné, on crée 1 Import math imput*
ﬁ ] 2 def div(n):
en Python la fonction div avec n comme argument. On écrit le 3 D=[]
programme ci-contre dont un élément a été effacé 4 i=1
5 while (..):
2. Que remarque-t-on sur la liste D lorsque I'on rentre div (144) ? Que 6 if ngi ==
faut-il ajouter pour remédier a ce probléme ? 7 D.append (i)
Que faut-il ajouter pour que la fonction div donne le nombre de diviseurs 8 ) P-append(n//i)
du nombren? 9 i=i+1
10 D.sort()
3. La fonction div de la question 1. utilise une boucle conditionnelle. 11 return D
Ecrire une fonction div2 qui utilise une boucle itérative.
J
Y
20 gmin Calculer
ALGO ___ y AT
Modéliser ™

B Division a l'ecole elementaire

Pour faire comprendre la division d’un entier naturel par un entier naturel non nul
a l'école primaire, on procede par soustractions successives, c’est-a-dire que, si I'on veut
diviser 32 par 5, on soustrait 5 a 32 autant de fois que cela est possible.

On a ainsi enlevé 6 fois 5 et il reste 2, on peut donc écrire:32=5x6 + 2.
1. Ecrire un programme en Python " permettant de trouver le quotient g et le reste r de

la division dans N de a par b (b # 0) par cette méthode.
Tester cet algorithme pour les divisions suivantes : 32 par 5; 12 par 13 et 1412 par 13.

32-5=
27-5=
22-5=
17-5=
12-5=

7-5=

27
22
17
12
7
2

2. Améliorer cet algorithme de fagon a ce qu'il puisse trouver le quotient g et le reste r dans la division d’un entier

relatif a par un entier naturel b non nul.
Tester cet algorithme pour la division : =114 par 8.

102



Y Chercher
Algo 4 ___ TICE ‘55'& Raisonner

B Algorithme de Luhn Communiguer
Un numéro de carte bancaire est de la forme : a,a,a,a,a.a.a.,a,a,a0,.,a,,a,,d,,0,,d,C
oua,a, ..., a,etcsontdes chiffres compris entre 0 et 9.
Les quinze premiers chiffres contiennent des informations sur le type de carte, la banque et le numéro de compte

bancaire.
c est la clé de validation du numéro. Ce chiffre est calculé a partir des quinze autres.
L'algorithme suivant, en langage naturel, permet de valider la conformité d'un numéro de carte.

I prend la valeur 0
P prend la valeur 0
R prend la valeur O
Pour k allant de 0 a 7
R prend la valeur du reste de la division euclidienne de 2a,  par 9
I prend la valeur I+R
Fin Pour
Pour k allant de 1 & 7
P prend la valeur P+a,k
Fin Pour
S prend la valeur I+P+c
Si S est un multiple de 10 alors :
Afficher «Le numéro de la carte est correct »
Sinon :
Afficher «Le numéro de la carte n’est pas correct »

Fin Si

1. On considére le numéro de carte suivant: 5635 4002 9561 3411.
a) Compléter le tableau suivant permettant d'obtenir la valeur finale de la variable /.

k 0 1 2 3 4 5 6 7

azk+1

2a

2k+1

R

I

c) Résumer en une phrase ce que fait cet algorithme qui s'appelle I'algorithme de Luhn.
b) Justifier que le numéro de la carte 5635 4002 9561 3411 est correct.

c) On modifie le numéro de cette carte en changeant les deux premiers chiffres. Le premier chiffre (initialement 5)
est changé en 6.
Quel doit étre le deuxiéme chiffre a pour que le numéro de carte obtenu 6a35 4002 9561 3411 reste correct ?

2. On connait les quinze premiers chiffres du numéro d’une carte bancaire.
Montrer qu'il existe une clé c rendant ce numéro de carte correct et que cette clé est unique.

3. Un numéro de carte dont les chiffres sont tous égaux peut-il étre correct ? Si oui, donner tous les numéros de
carte possibles de ce type.

4. On effectue le test suivant : on intervertit deux chiffres consécutifs distincts dans un numéro de carte correct et
on vérifie si le numéro obtenu reste correct.

On a trouvé une situation ou ce n'est pas le cas, I'un des deux chiffres permutés valant 1.

Peut-on déterminer l'autre chiffre permuté ?

3 - Divisibilité, division euclidienne, congruence
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P our coder un message, César décalait les lettres dans I'alphabet. Pour
plus de sécurité, on peut aussi grouper les lettres par lot et appliquer
a ces lots une fonction de codage.

Comment chiffrer un message en groupant
les lettres par 2 ? 9 TP 2p.131

© VIDEO

Les codes secrets
lienmini.fr/maths-e04-01
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m Les rendez-vous
Prérequis

enminifrmathsc0402 DE2SAMAth

Trouver le plus grand diviseur commun

Déterminer le plus grand diviseur commun des couples d’entiers suivants.
a)28et77 b)96et36 c)88et 132

d) 170 et 65 e) 66 et 180

Simplifier une fraction
Par quel nombre faut-il diviser numérateur et dénominateur pour obtenir une

fraction irréductible des rationnels suivants ?

a) 26 b) 72 Q23 d) 93

65 54 35 55

Déterminer si des nombres sont premiers entre eux
Deux nombres sont premiers entre eux si leur seul diviseur commun est 1.
Les couples d'entiers suivants sont-ils premiers entre eux ?

a)9et16 b) 35 et 91 c)31et67 d) 26 et 91

Diviser par un produit

Les phrases suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier

a) Si un entier a est divisible par 6 et 9 alors cet entier a est divisible par 54.
b) Si un entier a est divisible par 8 et 9 alors cet entier a est divisible par 72.
) Si un entier a est divisible par 4 et 18 alors a=0 (36).

d) Si un entier a est divisible par 10 et 15 alors a=0 (150).

Résoudre une équation

Trouver un couple d'entiers (x ; y) solution des équations suivantes.
a)7x-10y=1 b) 4x+5y=1

€)3x+4y=3 d)7x-12y=3

Traduire un probléeme en équation

1. Pierre a des jetons d'une valeur de 3 € et Lilya a des jetons d'une valeur de 7 €.
Pierre doit donner 34 € a Lilya.

Comment Pierre et Lilya peuvent-ils procéder ?

2. a) Céline possede des jetons de 3 € et des jetons de 7 € pour une valeur
totale de 34 €.

Combien de jetons de chaque sorte posséde-t-elle ? Trouver toutes les solutions.
b) En déduire le nombre maximum de rectangles de 3 cm par 7 cm que l'on
peut obtenir en découpant une plaques rectangulaire de 21 cm par 34 cm.
Proposer deux dispositions de découpage

Comprendre un algorithme en langage Python A
Que retourne ce programme pour £ ("L") ?

def f(lettre):
alphabet=["aA","B","C","D","E","F","G","H","I", "J","K","L",
"M" 4 "N" 4 "o" 4 "P" 4 "Q" 4 "R" 4 "s" ’ "T" ’ "g" ’ " 4 "W 4 "X 4 "y 4 "Z"]
x=alphabet.index (lettre)
y=(11*x+8) %26

return alphabet[y]

4 « PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss 105




106

Activites

wy
15% min

n Trouver le plus grand commun diviseur

A » Méthode archaique

1. Déterminer I'ensemble D, des diviseurs positifs de 84.

2. Déterminer I'ensemble D, ,, des diviseurs positifs de 147.

3. Déterminer I'ensemble Dy, ND,,, des diviseurs communs, ou codiviseurs, de 84 et 147.

4. Cet ensemble admet un plus grand élément appelé plus grand commun diviseur et noté PGCD(84 , 147).
Quel est-il ?

5. Utiliser la méme procédure pour trouver le plus grand diviseur commun de 255 et 77.
Que peut-on dire de 255 et 77 ?

B » Méthode géométrique
On désire déterminer le plus grand commun diviseur par une construction géométrique.
Par exemple, pour PGCD(21, 15) on propose la construction suivante.

15 15 15

L
L
.

15 15 3

1. Expliquer cette construction du PGCD(21, 15) du point de vue géométrique.

2. Proposer une construction géométrique pour PGCD(91, 52). “ Cours 1 p. 108

\§

J

Y
Histoire des maths _©15%min

B Déterminer le PGCD par divisions successives

Le procédé décrit ici était connu des Grecs sous le nom d’anthyphérese (soustraire
alternativement) car la division était obtenue par soustractions successives. Il est décrit
dans le livre VIl des Eléments d’Euclide.

Soit d un diviseur commun a 347 et 105.

1. a) Vérifier que le reste dans la division euclidienne de 347 par 105 est 42.
b) Pourquoi si d divise 347 et 105, d divise 105 et 42 ?

2. a) Vérifier que le reste dans la division euclidienne de 105 par 42 est 21.
b) Pourquoi si d divise 105 et 42, d divise 21 ?

3. Donner I'ensemble de tous les diviseurs positifs commun a 347 et 105. Quel est son plus grand élément ?

4. Appliquer cette méthode pour trouver le plus grand diviseur commun a 5 726 et 2 045.

= Cours 2 p. 110
N
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B Decouvrir le chiffrement affine

Le chiffrement ou cryptage consiste a transformer un message en un message codé (ou chiffré).
Le déchiffrement est le procédé inverse, il consiste a décoder un message codé.

A » Procédé de chiffrement
Afin de coder un message, on assimile chaque lettre de I'alphabet a un nombre entier entre 0 et 25 comme
I'indique le tableau ci-dessous.

A B C D E F G H | J K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [ 10 | 11| 12
N (0] P Q R S T u V | W | X Y Z
13114 |15 |16 |17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25

Un chiffrement affine utilise une fonction affine f, par exemple f(x) = 11x+ 8.
Pour chaque lettre du message :
e on associe un entier x entre 0 et 25 comme indiqué sur le tableau;
« on calcule f(x) et on détermine le reste y de la division de f(x) par 26 ;
» on traduit ensuite y par une lettre suivant le méme tableau ci-dessus.
Codage de la lettre G:
Go6—-f6)=11x6+8=74—>74=22(26) > W.

1. Coder la lettre W.

2. Le but de cette question est de déterminer la fonction de décodage f .
a) Montrer que pour tous entiers relatifs xet z, on a:
11x=2(26) & x=19z(26).
b) En déduire que la fonction f~' de décodage est :
) =21y+11.

B » Casser un chiffrement affine
On peut facilement casser un chiffrement affine si I'on connait la langue dans laquelle il est écrit car une lettre
est toujours codée de la méme facon.
On a recu le message : « FMEYSEPGCB ».
Une étude statistique de la fréquence d'apparition des lettres sur un passage plus important, montre que la lettre
E est chiffrée en E et que la lettre J est chiffrée en N.
Soit la fonction de chiffrage f définie par :
flx)=ax+bolua, b& [0;25].

1. Montrer que a et b vérifient le systéme suivant :
4a+b=4(26)
9a+b=13(26)

2. a) Montrer que : 5a=9 (26), puis que a=7 (26).

b) En déduire que b= 2 (26) et que f est définie par :
fix) =7x+ 2.

c) Démontrer que pour tous entiers relatifs xet z,on a:
7x=2(26) © x=15z(26).

d) En déduire que la fonction de décodage ' est définie par :
() =15y + 22.

e) Décoder le message.

\

o

= Cours3p.112 et & p. 114)
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Cours

0 PGCD : plus grand commun diviseur

bEhG PGCD
Soit a et b deux entiers relatifs non tous nuls.

Lensemble des diviseurs communs a a et b admet un plus grand élément d,
appelé plus grand commun diviseur.

On le note PGCD(a, b).

® Démonstration

Démontrons 'existence et I'unicité du PGCD.

Lensemble des diviseurs communs a a et b est un ensemble fini car c’est l'intersection de deux ensembles
dont I'un au moins est fini (non tous nuls).

1 divise a et b donc I'ensemble des diviseurs communs a a et b n'est pas vide.

Or tout ensemble fini non vide dans Z admet un plus grand élément, donc d existe.

¢ Exemples
PGCD(24,18)=6
PGCD(60,84) =12
PGCD(150, 240) =30

Propriétés du PGCD

(@) PGCD(a, b) = PGCD(b, a)

(@ PGCD(a, b) =PGCD(|a|, |b])

(3)PGCD(a, 0) = a car 0 est multiple de tout entier.

@) si b divise a, alors PGCD(a, b) = |b|.

@ Pour tout entier naturel k non nul, on a : PGCD(ka , kb) = k PGCD(a, b).

® Exemples
(@ PGCD(30, 75) = PGCD(75,30) =15

(
(2 PGCD(-24,-18) =PGCD(24,18)=6
(3)PGCD(82,0) =82
(&) PGCD(30, 5) = 5 car 30 est un multiple de 5.
@ PGCD(240, 180) = 10 PGCD(24, 18) =60

Nombres premiers entre eux

Soit g, b deux entiers relatifs non tous nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, PGCD(a, b) =1

PGCD(15, 8) = 1 donc 15 et 8 sont premiers entre eux.

I Exemples
PGCD(a, 1) = 1 donc I'entier 1 est premier avec tout entier.

(CRemarques

¢ |l ne faut pas confondre nombres premiers entre eux et nombres premiers.

Les nombres 15 et 8 sont premiers entre eux mais ni l'un ni l'autre ne sont premiers.
En revanche, deux nombres premiers sont premiers entre eux.

» Une fraction irréductible g s'écrit comme le rapport de deux entiers premiers entre eux :

q:%avecael,beN* et PGCD(a, b) =1
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50de
5 Utiliser la définition et les propriétés du PGCD

Enoncé
1. Déterminer tous les entiers naturels n tels que : PGCD(n, 324) = 12.

2. En déduire parmi eux les entiers naturels n inférieurs a 100.

m L Conseils & Méthodes [N

1. L'entier 12 divise n et 324. Revenir a la définition du PGCD :
n=12k k& Net324=12x27. diviseur commun.

Le probléme revient a résoudre : PGCD(k , 27) = 1. Utiliser la linéarité du PGCD :
PGCD(ka, kb) = kPGCD(a, b).

Si deux nombres sont premiers
entre eux, 1 est leur seul diviseur
commun.

k et 27 = 33 sont premiers entre eux si 3 ne divise pas k. ﬂ
Onadonc:k=1(3)ouk=2(3). u

Les valeurs de n qui conviennent sont les multiples de 12
non multiples de 12 x 3 = 36.

2.0nveut:n<100=12k< 100> k<38
knon multiplede 3:k€{1,2,4,5,7,8}.
Les valeurs de n qui conviennent sont:n € {12,24,48, 60, 84, 96}.

Traduire la contrainte a I'aide des
congruences.

ﬁ Faire la liste des choix possibles
pour k puis pour n dans l'intervalle

[0, 100].
1. Déterminer les entiers naturels n tels que : ﬂ 1. Déterminer les entiers naturels n tels que :
PGCD(n, 378) = 54. PGCD(n, 150) = 6.
2. En déduire parmi eux les entiers naturels n inférieurs 2. En déduire parmi eux les entiers naturels n inférieurs
a 500. a 400.
) Exercices 42 a 48 p. 120
Sode

Eﬂ Résoudre un systéme d’'équations

Enoncé

Trouver tous les entiers naturels a et b avec a < b tels que : ab = 432 et PGCD(a, b) = 6.

N Solution § O cocis & Hétnodes N

PGCD(a, b) = 6, on peut alors écrire : a = 6a” et b = 6b : a’ et b’ sont premiers entre eux
avec o’ et b’ premiers entre eux. ﬂ : 7 'sinon 6 ne serait pas le plus grand
Onaalors: ¢ diviseur commun.

ab=432<:>620’b’=432®a'b’=%= 12, [ Pecb@, 6)=2.

Les diviseurs de 12 sont: {1;2,3;4;6; 12}
Comme 2 et 6 ne sont pas premiers entre eux ﬂ,

les seuls décompositions possibles sont: 1x 12 et 3 x 4.

Les couples solutions sont donc: (1;12) et (3 ; 4).

A vous de jouer ! Jl.
@ Trouver tous les entiers naturels a et b avec a < b “ Déterminer les entiers naturels a et b avec a < b tels
tels que: que:
ab=7776 et PGCD(a, b) =18. a+b=24etPGCD(a, b) =4.

) Exercices 42 a 48 p. 120
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Cours

e Algorithme d’Euclide

Algorithme d’Euclide

Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que b ne divise pas a.
La suite des divisions euclidiennes du diviseur par le reste de la division précédente finit par s'arréter.
Le dernier reste non nul est alors le PGCD de a et de b.

Division de a par b a=bq,+r, avec b>r,=0
Division de b parr, b=rq, +r, avec r,>r=0
Divisionder; parr, r,=r,q,+r, avec r>r=0

Divisionder, ,parr, . r.,=r_.q.+r, avec r.,>r.=0

Divisionder,  parr, r.,=r.q,.,+0 on aalors:PGCD(a, b)=r,

® Démonstration
» Montrons que PGCD(a, b) = PGCD(b, r.) par une double inégalité.
Soit D=PGCD(a, b) et d=PGCD(b, r,).
Ddivise a et b alors D divise toute combinaison de a et b donc D divise a- bg, =r,.
Ddivise b et r,. Par conséquent D < d.
ddivise b et r,, alors d divise toute combinaison de a et r, donc d divise bq, + r, = a.
d divise a et b. Par conséquent d < D.
De ces deux inégalités, on déduit que D= d soit PGCD(a, b) = PGCD(b, r,).
*Lasuitedesrestes:r,, r,, 1, ..., I, est une suite strictement décroissante dans N car :
r0>r1 >ry> >
D’apres le principe de descente infinie (toute suite strictement décroissante dans N est finie), il existe n tel
quer,, ,=0.
« De proche en proche, on en déduit que :
PGCD(a, b) =PGCD(b, r)) = ... = PGCD(
Orr diviser ,,doncPGCD(r, ,,r)=r,.
e Conclusion : PGCD(a, b) =r..
Le dernier reste non nul est le PGCD.

r.,)=PGCD(r,_,,r.).

rn—Z ’ n-1""n

(CRemarques
» Cette démonstration est celle qu'utilisait Euclide, aux notations pres, au llI¢ siecle av. J.-C.

* Bien retenir que pour montrer que deux PGCD sont égauy, il est souvent préférable de procéder par double
inégalités.

* Le petit nombre d'étapes pour trouver le soita e’s g
. . o deux entiers
PGCD fait de cet algorithme un procédé

plus efficace que la décomposition en

nombres premiers (chapitre 5). - )
b recoit la oul PGCD
* L'algorithme d'Euclide peut étre présenté valeur de r > > =a

sous la forme d'un organigramme (ci-contre).
. non

On pose la question « est-ce queb =07 ». T l
Sioui, le PGCD est égal a a. Si non, on part Calculer rle reste
dans la boucle «non ». aregoit la de la division

PRSI ; leur de b lidienne de a
On revient a la question avec les nouvelles | Va'eurae ESCH y

ar

valeurs deaet b. P
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\‘S\Ode
Appliquer l'algorithme d’Euclide

Enoncé

Algo |g88

1. Alaide de I'algorithme d’Euclide, déterminer PGCD(1 958, 4 539).

2. Déterminer une fonction en Python a calculant le PGCD de deux entiers a I'aide de I'algorithme d’Euclide.

Vérifier le résultat trouvé a la question 1.

1.4539=1958x2+623 ﬂ
1958 =623 x3 +89 ﬂ
623=89%x7+0
On obtient alors : PGCD(1 958 , 4 539) = 89 ﬂ

(CRemarque

Si l'on avait divisé le plus petit par le plus grand, cela aurait
rajouté la ligne : 1958 =4 539 x 0 + 1 958. Ensuite, on divise 4 539

par 1 958 retrouvant ainsi les divisions effectuées.

2. On crée la fonction pged (a, b) en initialisant le reste.

..... Conseils & Méthodes e

ﬂ Diviser le plus grand nombre par le
plus petit.

Diviser ensuite le diviseur par le
reste jusqu’a obtenir un reste nul.

ﬂ Le dernier reste non nul est le
PGCD.

a % b signifie le reste de la division
de a par b.

ﬁ =0 signifie r= 0

Par une boucle conditionnelle, tant que le reste est non nul, on divise.
On remarquera qu'a chaque étape, on réactualise les valeurs de a et b.

On obtient alors :

def pged(a,b):
r=a%b
while r!'=0: a

r=a%b
return b

>>> pgcd(4539, 1958)
89

A vous de jouer ! Jl.

E A l'aide de l'algorithme d’Euclide, déterminer les
PGCD des couples d’entiers suivants.
a) (144 ; 840) b) (202;138)

ﬂ A l'aide de l'algorithme d’Euclide, déterminer les
PGCD des couples d’entiers suivants.
a) (441;777) b) (2004 ;9 185)

A l'aide de l'algorithme d’Euclide, dire si les couples
d'entiers suivants sont premiers entre eux.
a) (4847;5633) b) (5617 ;813)

n 1. A l'aide de I'algorithme d’Euclide, déterminer
PGCD(a, b) aveca=18440et b=9 828.

2. Que peut-on dire des nombres 9 b ?

8a 84

n Ecrire un programme en langage naturel permet-
tant de calculer le PGCD(a, b) avec I'algorithme
d’Euclide.

Tester ce programme aveca = 1958 et b =4 539 puis avec
a=123456789 et b=987 654 321.

m Compléter le programme en Python a
ci-dessous pour que la fonction récursive euclide
donne le PGCD (a, b).

def euclide(a,b):
if b==0:
return ..
return euclide(..,..)

Tester ce programme aveca =1 958 et b =4 539 puis avec
a=123456789 et b =987 654 321.

) Exercices 49 a 53 p. 120
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Cours

e Théoréeme de Bezout et son corollaire

Identité de Bézout

Soit deux entiers non nuls a et b tels que PGCD(a, b) = D.
Il existe un couple d'entiers relatifs (u; v) tel que:
au+bv=D.
® Démonstration
Soit G I'ensemble des combinaisons linéaires strictement positives de a et de b.
G n'est pas vide car il contient par exemple |a].
D’aprés le principe du bon ordre, cet ensemble admet un plus petit élément d = au + bv avecd > 0.

Notons D=PGCD(a, b) et montrons que D = d par double inégalité.

» D divise a et b donc D divise toute combinaison linéaire de a et b donc D divise au + bv=d.
En conséquence D <d.

« Divisons a pard:a=dq+ravec0 <r<d.
. Démonstration
Isolons r et remplagons d par au + bv : enmini 1/math.<04.04

r=a-dq=a-(au+bv)g=a-auqg-bvg=a(l -uq)+ b(-vq).

Sir=0alors r est un élément de G des combinaisons linéaires strictement @ L J E N
positives. Comme d est le plus petit élément, on a alorsr=d,
ce qui est impossible carr<d.

Par conséquent r=0 et donc d divise a.

« Par un raisonnement analogue, on montre que d divise b.

e ddiviseaetbdoncd=<D.

« Par double inégalité, on en déduit que D =d et donc que au + bv=D.

Conséquence de l'identité de Bézout

Tout diviseur commun a a et b divise PGCD(a, b).

Démonstration
Soit d un diviseur commun a a et b, il existe donck, k' € Z telsque:a=kdetb=Kd.

De l'identité de Bézout,on a:
au+bv=D s kdu+kK dv=D < dku+k v)=D;

d divise donc D =PGCD(a, b).

Théoréme de Bézout

Les entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe un couple d’entier relatifs (u; v)

tels que : au+bv=1.

Démonstration
Démontrons par double implications.
» SiPGCD(a, b) = 1, d"apreés l'identité de Bézout, il existe un couple d'entiers relatifs (u, v) tels que au + bv=1.
» Réciproquement si au + bv =1 alors si D= PGCD(a, b), D divise toute combinaison linéaire de a et de b
donc D divise au + bv donc Ddivise 1 etdonc D=1.
IWEIENY Corollaire du théoréeme de Bézout
Léquation ax + by = c admet des solutions entieres si, et seulement si, c est un multiple du PGCD(a, b).

Démonstration
) Exercice 66 p. 121
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(résolus

=l Déterminer un couple d’entiers de Bézout

Enoncé

1. Montrer que les entiers 59 et 27 sont premiers entre eux.

2. Déterminer un couple d'entiers relatifs (x; y) tel que : 59x+ 27y = 1. On parle d'un couple d’entiers de Bézout.

3. Montrer que pour tout entier relatif n, les entiers (2n + 1) et (3n + 2) sont premiers entre eux.

i Solution

1.59=27x2+5 (L) ﬂ
27=5x5+2 (L)
5=2x2+1 (L)
Le dernier reste est 1 donc PGCD(59, 27) = 1.

2. On remonte |'algorithme d'Euclide :

de(L):  2x2=5-1 ()
de (L,)x 2 27><2=5><10+2><2ﬂ
de(L,) 27%x2=5x10+5-1

27x2=5x11-1
5x11=27x2+1 (L) [y

de(L)x11 59x11=27x22+5x11

de (L,) 59x11=27%x22+27%x2+1
59x11=27%x24+1

On obtientalors: 59 X 11 + 27 X (-24) = 1 ﬁ

Un couple d'entiers de Bézout est (11, —24)

®eeecscsccce conseils & MéthOdes ............

Pour montrer que deux nombres sont premiers
entre eux, utiliser I'algorithme d'Euclide.
On reprend l'algorithme d’Euclide en partant de
la ligne (L,) jusqu'a la ligne (L,).

ﬂ Pour utiliser 2x 2 =5 - 1 il faut multiplier (L,)
par 2.

u Onisole 5 x 11 pour pouvoir utiliser (L,).
E On multiplie ensuite (L) par 11.

ﬁ Réorganiser I'égalité pour trouver un couple
. 7 “d'entiers de Bézout.

: Les coefficients doivent permettre

o7 T« d@liminer n».

3. On cherche une combinaison linéaire de (2n + 1) et 3n + 2) égalea 1:
-32n+1)+2(Bn+2)=-6n-3+6n+4=1

Il existe donc un couple (u, v) = (-3, 2) tel que (2n + 1)u + (3n + 2)v = 1, d"apres le théoréme de Bézout, pour tout n les

nombre (2n + 1) et (3n + 2) sont premiers entre eux.

A vous de jouer ! [V

1. Montrer que 87 et 31 sont premiers entre eux a
I'aide de l'algorithme d’Euclide.

2. En remontant cet algorithme, déterminer un couple
d'entiers relatifs (x; y) tel que:

87x+31y=1.

m 1. Montrer que 38 et 45 sont premiers entre eux a
I'aide de I'algorithme d’Euclide.

2. En remontant cet algorithme, déterminer un couple
dentiers relatifs (x; ) tel que : 38x + 45y =1.

1. Montrer que deux entiers naturels consécutifs
sont premiers entre eux.
2. Montrer que deux entiers naturels impairs consécutifs
sont premiers entre eux.

1. Montrer que 41 et 25 sont premiers entre eux a
I'aide de I'algorithme d’Euclide

2. En remontant cet algorithme, déterminer un couple
dentiers relatifs (x ; y) tel que :
41x-25y=1.

9n +1

Montrer que la fraction
tout entier naturel n.

estirréductible pour
6n+1

14n+
Montrer que la fraction
tout entier naturel n.

3
] estirréductible pour

) Exercices 54 a 67 p. 120
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Cours

0 Theoreme de Gauss et son corollaire

Théoréme de Gauss

Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls.
Si a divise le produit bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

® Démonstration
Démontrons a l'aide du théoréeme de Bézout.
« a divise bc donc il existe un entier relatif k tel que : bc = ka. (Eq. 1)

« a et b sont premiers entre eux donc d'apres le théoreme de Bézout, il existe un couple d'entiers relatifs
(u;v)telque:au+bv=1. (Eq.2)

B (Eq.1)
°(Eq.2) Xc:acu+bcv=c = acu+kav=c= alcu+kv)=1

Donc a divise c.

AN Corollaire du théoréme de Gauss

Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls.
Si b et c divise a et si b et ¢ sont premiers entre eux, alors bc divise a.

Démonstration
Si b et c divise g, alors il existe deux entiers relatifs k et k” tels que : a= kb et a=kc.

On a alors kb = k'c donc b divise k’c comme b et ¢ sont premiers entre eux, d'apres le théoreme de Gauss,
b divise k. Il existe alors un entier relatif k” tel que k" = k”b.

Ora=k’cdonca=k"bc et donc bc divise a.

e Equations diophantiennes

Equation diophantienne

Une équation diophantienne est une équation polynomiale a coefficients entiers dont on cherche les
solutions parmi les nombres entiers.

Une équation diophantienne du premier degré est une équation qui peut se mettre sous la forme :
ax+by=c.

D’aprés le corollaire du théoréme de Bézout, une telle équation admet des solutions si c est un multiple
de PGCD(a, b).

Une solution particuliére et le théoréme de Gauss permettent alors de trouver toutes les solutions de
cette équation du premier degré.

(CRemarque
Ce type déquation doit son nom a Diophante d’Alexandrie, mathématicien grec du llI¢ siecle.

¢ Exemples

Léquation 17x- 33y=2 admet des solutions entieres car 17 et 33 sont premiers entre eux et 2 est un

mutiple de 1. Une solution particuliére est (4;2) car: 17 x4 - 33 X 2 =68 - 66 = 3. Pour donner toutes les
J5ode

solutions > <A p. 116.

L'équation 15x + 27y =2 n'admet pas de solutions entiéres car PGCD(15, 27) = 3 et 2 n'est pas un
multiple de 3.
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Meéthodes Y Ap——E—
lienmini.fr/maths-e04-03 S esd math

50de
2 Appliquer le théoréme de Gauss

Enoncé
1. Trouver tous les couples d'entiers relatifs (x; y) tels que : 5(x- 1) = 7y.
2. En déduire les couples d’entiers relatifs (x; y) tels que : 5x+ 7y =5.

S o VPR Conseils & Méthodes  JSNNINNS

1.5(x—1) = 7y donc 7 divise 5(x - 1). ]
Comme 7 et 5 sont premiers entre eux,

d'apreés le théoréme de Gauss, 7 divise (x - 1). ﬂ
Onaalors:x-1=7kaveck € Z.

ﬂ Penser a utiliser le théoréme de Gauss lorsque
ab = cd avec a et b premiers entre eux.

ﬂ Il est indispensable de remplacer dans
I'équation pour montrer qu'il s'agit du méme k

.. dans y= 5k.
En remplacant dans I'équation : 5 x 7k = 7y. ﬂ . | o
ﬂ Comme on a raisonné par implication, il faut

vérifier que les solutions trouvées sont bien
solution de I'équation.

En divisant par 7 : y = 5k.

Les solutions sont donc de la forme :
x=1+7k

{y =

Les solutions trouvées sont bien solution de I'équation :

5(1 +7k-1) = 7(5k). ﬂ

2.5x+7y=55x-5=-7y= 5(x-1)=7(-y)

ke Z

I suffit alors de remplacer y par (-) dans les solutions précédentes :

x=1+7k e

y=-5k"' €
1. Déterminer les couples d'entiers relatifs (x; y) tels 1. Déterminer les couples d'entiers relatifs (x ; y) tels
que:33x-45y=0. que:7(x-3)=5(-2).
2. En déduire les couples d'entiers relatifs (x; ) tels que : 2. En déduire les entiers relatifs x tels que : 7x=1 (5).
33x+45y=12. L Exercices 68 a 70 p. 121

2ode
<
Eﬂ Appliquer le corollaire du théoreme de Gauss

Enoncé
Soit x un entier relatif
Montrer que six=0 (8) et x=0 (9), alors x=0 (72).

£ Conseils & Méthodes _ ISR

Six=0(8)etx=0(9)alors 8 et 9 divise x. ﬂTraduire les congruences en termes

Comme 8 et 9 sont premiers entre eux, d'aprés le corollaire de divisibilité pour pouvoir utiliser le théoreme

du théoréme de Gauss, ] de Gauss. k
8 x 9 =72 divise x donc x=0 (72).

Montrer que six=0 (3), x=0 (5) et x=0 (7) alors m Soit n un entier naturel.

x=0(105). Montrer que n(n + 1) (n + 2) est divisible par 6.

) Exercices 68 a 70 p. 121
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(o]
50de

=@ Résoudre une équation diophantienne %> Cours 5 p. 114

Enoncé
Soit Iéquation (E) a valeurs dans Z: 17x-33y=1.
1. Démontrer que cette équation admet des solutions.
2. Déterminer une solution particuliére de I'équation (E).
3. En utilisant le principe de superposition, déterminer 'ensemble des solutions de (E).

m L Conseils & Méthodes [

1. 17 et 33 sont premiers entre eux, donc d'aprés le théoréme de Bézout, ]
il existe un couple d'entiers relatifs (x; y) tel que : 17x-33y=1. ﬂ

Penser au théoréme de Bézout
ou a son corollaire.

2. Le couple (2 ; 1) est solution de (E) car :
17x2-33x1=34-33=1.

Utiliser le théoréme de Gauss,
pour sélectionner des solutions.

Vérifier que les solutions trouvées

sont bien solution de I'équation.
Comme le couple (2 ; 1) est aussi solution de (E), on a: L P P .o

17x-33y=17x2-33x 1 17(x=2) = 33(y— 1) (E).

33 divise 17(x-1), or 33 et 17 sont premiers entre eux, donc d'apreés le théoréme de Gauss, 33 divise (x - 2). ﬂ
Doncx -2 =33kaveck € Z.

En remplagant dans (E’), ona: 17 x 33k = 33(y - 1).

3. Soit (x; 9) une solution quelconque de I'équation (E).

En divisant par 33,0na:y-1=17k.
L'ensemble des couples solutions sont de la forme :
{x—2=33k {x=2+33k

€z
y-1=17k < |y =1+17k’

Ces couples solutions vérifient I'équation (E) : ﬂ

172 +33k)=33(1 + 17k) =34 + 17 x 33k-33 + 33 x 17k = 1.

Ces couples sont bien I'ensemble des solutions de (E).

Soit I'équation m Soit I'équation

(B):4x+3y=2. (E):51x-26y=1.
1. Dire pourquoi I'équation (E) admet des solutions 1. Dire pourquoi I'équation (E) admet des solutions
entiéres. entiéres.
2. Déterminer une solution particuliére de (E). 2. Déterminer une solution particuliére de (E).
3. Déterminer l'ensemble des couples d'entiers relatifs 3. Déterminer l'ensemble des couples d'entiers relatifs
solutions de (E). solutions de (E).

m Soit I'équation

(E): 15x+8y=5.
1. Déterminer une solution particuliére de I'équation :
15x+8y=1.
2. En déduire une solution particuliére de (E).
3. Déterminer l'ensemble des couples d'entiers relatifs
solutions de (E).

m Soit I'équation

(E):29x-13y=6.
1. Dire pourquoi I'équation (E) admet des solutions
entieres.
2. Déterminer une solution particuliére de (E).
3. Déterminer I'ensemble des couples d'entiers relatifs
solutions de (E).

) Exercices 71a76 p. 121
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250de

2

Montrer la rationalité d’'un nombre

Enoncé

On considére le polyn6me du second degré :

(résolus

%> Cours1p.108 et 2 p. 110

P(x)=x?>+ax+boua be”Z.

1. Montrer que si P(x) = 0 admet une solution rationnelle g, alors o est entier.

2. En déduire que Jn, avecn € N, est soit un entier soit un irrationnel.

i Solution

1. Supposons qu'il existe une solution o rationnelle

al'équation P(x) = 0. On pose o = P irréductible. ﬂ
q

Onadonc:
2 2
xq
[BJ +a[£)+b=0c>p2+apq+bq2=0.
q q

Onisole p?: p? = q(-ap - bq).

q divise p?, or g et p sont premier entre eux donc,
d'apreés le théoréme de Gauss, g divise 1.
Commeqg €N, onaqg=1.

Conclusion : si o est rationnel alors o est entier. ﬂ

2.Enprenanta=0eth=n,ona:

. Conseils & Méthodes [

Un nombre rationnel est un
nombre qui peut s'écrire sous la
forme P avec pEZ geN et

q
PGCD (p,q)=1.

ﬂ Sig=1alors P est un entier.
q
ﬂ On cherche un polynéme ou Jn
est une racine.

Un nombre qui n'est pas un
rationnel est un irrationnel.

P =x2-n

Jn est une solution de P(x) = 0.

D'aprés la question 1, J/n est soit un entier soit un irrationnel. u

(CRemarque

On a ainsi montré que V2,43,/5, /6, ...ainsi que les combinaisons avec des rationnels comme le nombre d'or

sont des irrationnels.

A vous de jouer ! JlL

@ On considere le polyndme :
P(x)=x3+ax?+bx+c

oua,bce”.

1. Montrer que si P(x) = 0 admet une solution rationnelle
o, alors oL est un entier.

2. En déduire que 5/5, avec n € Z, est soit un entier soit
un irrationnel.

m 1. Montrer que In_2 > 0.
In3

2.0n suppose :n_; =P avecPGcD (p,g=1etp,geN".
ns gq

Montrer alors que 29 =3P,

3. En déduire que :n—i n'est pas un nombre rationnel.
n

1++/5

2

On posea=ﬁ+\/§.

1. Calculer o puis (o - 5)%

2. Déterminer un polynéme du quatrieme degré pour
lequel o est une racine.

3. Prouver que o est irrationnel.

m On consideére le polyndme P(x) = x3 + x2 - 2x 1.
On suppose que le polynbme P admet une racine

rationnelle r = 5 avecPGCD (p,q)=1,pEZetgeN".
1. Justifier que p divise g° puis que p divise g. En déduire
quep==1.

2. Par un procédé identique, montrer queg = 1.

3. En déduire alors que le polyndme P n'admet pas
de solution rationnelle.

) Exercices 86 a 87 p. 122

4 - PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss
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Exercices (3pprendre a démontrer

3TN EE Nl gl |dentité de Bézout

Soit deux entiers non nuls a et b tels que PGCD(a, b) =D.
Il existe un couple d’entiers relatifs (u; v) tel que : au + bv =D.

© On montrera a l'aide de I'ensemble des combinaisons linéaires positives de a et b, que D est son plus petit
élément.

» Comprendre avant de rédiger

* PGCD(6,9) =3, il existe un couple (U; V) =(2;-1)car6 x2+9x (-1) =3.
Ce couple n'est pas unique car (-1, 1) donne aussi6 X (-1) +9x 1=3.

* Pour montrer que deux nombres x et y sont égaux, on peut procéder par double inégalité : x < yet y < x.

° Pour montrer que x divise , on effectue la division euclidienne de x par y et 'on montre que le reste est nul.
» Rédiger

La démonstration rédigée

Etape @ = G={ax+by,ax+by>0}
On crée I'ensemble des combinaisons linéaire de a et de b la| € Geara € Gou-a EG.
strictement positives.

Etape @

Toute partie de N admet un plus petit élément.

Etape @
D = PGCD(a, b)

D divise a et b donc divise toute combinaison linéaire de a
et de b.

Soit d le plus petit élément de G,

l

il correspond a la combinaison : d = au + bv.

D divise ddonc D < d.

\

Etape @

On divise a par d.

Etape @

On exprime r comme une combinaison linéaire de a et de b

Etape o Sir=0alorsr € Getdoncdn'est
On montre que r est nul par impossibilité qu'il soit pas le plus petit élément ce qui est
strictement positif. contradictoire.

D'ou r =0 et donc d divise a.

Par un raisonnement similaire, on déduit

a=dq+r=r=a-dgavec0=<r<d.

\

!

r=a-q(au+bv)=a(l-qu)+(-bg)v.

\

que d divise b.
Etape o % ddiviseaetbdoncd <D
d est un diviseur commum a a et b. D<detd<DdoncD=d.

» Pour s’entrainer

Soit a et b deux entiers realatifs non nuls. On pose A=4a+ 3b et B=5a + 4b.
Montrer que : PGCD(a, b) = PGCD(A, B).
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Calculs et automatismes %
lienmini.fr/maths-04-05 [=] i

E) pGeD

Déterminer de téte et a I'aide des regles de divisibilité :
a) PGCD(12, 42) b) PGCD(45, 105)
c) PGCD(92, 69) d) PGCD(72, 108)

El] Résoudre un probléme

1. Sur un vélodrome, deux cyclistes partent en méme
temps d’'un point M et roulent a vitesse constante. Le
coureur A boucle le tour en 35 secondes et le coureur B
en 42 secondes.

Au bout de combien de secondes le coureur A aura-t-il un
tour d'avance sur le coureur B ?

[a]7 [B]175

[c]210 [d] 420

2. 0n veut découper un rectangle de 24 cm sur 40 cm en
carrés sans perte. Quel peut étre le coté du carré ?

[a]6cm [6]8 cm
[c]10cm [d]120 cm

Propriétés du PGCD

Sachant que PGCD(426 , 144) = 6, déterminer de téte :
a) PGCD(852, 288) b) PGCD(142, 48)

c) PGCD(426, 6) d) PGCD(- 144, 426)

EX Algorithme d’Euclide

Méthode Comment faire pour déterminer les PGCD suivants
en utilisant I'algorithme d’Euclide ?

a) PGCD(78, 108) b) PGCD(202, 138)

EE] Quotients et algorithme d’Euclide

L'affirmation suivante est-elle vraie ou

. \")
fausse ? Justifier.
Les quotients successifs (comprenant la der- [ [
niere division de reste nul) de I'algorithme
d’Euclide appliqué aux entiers 644 et 345 sont :
1,1,5, 2.

m

Nombres premiers entre eux (1)

Les affirmations suivantes sont-elles vraies

ou fausses ? Justifier. v F
a) PGCD (144, 840) = 12. O O
b) 441 et 277 sont premiers entre eux. O O

ES Nombre premiers entre eux (2)

1. Méthode Comment faire pour montrer que, pour tout
entier n non nul, les entiers 4n + 1 et n sont premiers entre
eux?

2. En est-il de méme avec4netn+17?

EXErcices ( calculs et automatis

EE Identité et théoreme de Bézout

Les affirmations suivantes sont-elles vraies

ou fausses ? Justifier.

a) Si a et b sont premiers entre eux, alors il [] O
existe un couple d’entiers relatifs (u, v) tel que :
au+bv=2.

b) S'il existe une combinaison linéairedeaet [ []
de b telle que au + bv =2, alors PGCD (g, b) = 2.

V F

Divisibilité

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

Un entier est divisible par 6 et 35. Son plus grand divi-
seur est :

[a]35 [b]42

[c]70 [d]210

Un entier est divisible par 6 et 15. Son plus grand divi-
seur est:

[a]30 [b] 45
[c]60 [d]90
m Théoréme de Gauss

En utilisant le théoréme de Gauss, déterminer les couples
dentiers relatifs (x; y) qui vérifient les équations suivantes.
1.5(x+3)=4y 2.41x+9y=0

EL) Equation a solution entiére

1. Trouver un couple d'entier relatif (x; y) qui vérifie 'équa-
tion:7x+5y=1.

2. Méthode Comment a partir de ce couple solution en
trouver un deuxiéme ?

Existence de solution

Les affirmations suivantes sont-elles vraies
ou fausses ? Justifier.

a) Léquation : 37x + 25y = 1 admet des solu-
tions entieres.

b) L'équation : 51x + 39y = 1 n'admet pas de
solution entiére.

¢) Léquation 51x+ 39y = 2016 n'admet pas de
solution entiére.

O O O <
O O O =

Théorémes de Bézout et Gauss

Choisir la(les) bonnes réponse(s).

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

[a] Si a divise bc et si a ne divise pas b alors a divise c.
[B] Si b et c divise a alors bc divise a.

[<] Les nombres a et 2a + 1 sont premiers entre eux.
[d] Les nombre 3b et 2b + 1 sont premiers entre eux.
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$30de  xn0de

UtiliserlePGCD B A, 109
Déterminer les couples d’'entiers naturels (a; b) tels
que:

PGCD(a, b) =18 eta+ b= 360.

Trouver les entiers naturels a et baveca < b tels que :
ab=7776 et PGCD(a, b) = 18.

En un point donné du ciel, un astre A apparait tous les
28 jours et un astre B tous les 77 jours. Sachant que les deux
astres sont déja apparu simultanément en ce point, avec
quelle périodicité les verra-t-on dans cette configuration ?

Une boite parallélépipédique rectangle de dimensions
intérieures 31,2 cm, 13 cm et 7,8 cm est entierement remplie
par des cubes a jouer dont l'aréte est un nombre entier de
millimetres.

Quel est le nombre minimal de cubes que peut contenir
cette boite ?

T3 4 et b sont deux entiers naturels Algo
non nuls tels que a > b.

1. Démontrer que PGCD(a, b) =PGCD(a- b, b).

2. Calculer les PGCD des entiers suivants par cette méthode,
répétée autant de fois que nécessaire.

a) 308 et 165 b) 735 et 210

3. Compléter cette fonction en Python permettant de
déterminer PGCD(a, b) par cette méthode, les nombres a
et b nétant pas ordonnés.

def pged(a,b):
while ..:

return ..

Soit n un naturel non nul.

Onposea=5n+Tetb=2n-1.

On note D =PGCD(a, b).

1. Démontrer que les valeurs possibles de D sont 1 ou 7.

2. Déterminer les entiers n tels que :
a=0(7)etb=0(7).

3. En déduire, suivant les valeurs de n, la valeur de D.

L1} Soit n un naturel non nul.
Onpose:a=3n+1etb=5n-1.

1. Montrer que PGCD(a, b) est un diviseur de 8.
2. Pour quelles valeurs de n, PGCD(a, b) =87

Appliquer -
........................................ A pm
Utiliser I'algorithme d’Euclide pour trouver :

a) PGCD(4 935, 517)

b) PGCD(2 012, 7 545)

c) PGCD(18 480, 8 745)

m Les entiers suivants sont-ils premiers entre eux ?
a) 4 847 et 5 633
b) 5617 et 813

m Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que :
PGCD (a,b)=7.

La derniére division de reste nul étant écrite, les quotients

successifs de l'algorithme d’'Euclide sont:3;1;1; 3.

Quelles sont les valeursdeaetb ?

m Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que :
PGCD (a,b)=15.

La derniére division de reste nul étant écrite, les quotients

successifs de l'algorithme d’'Euclide sont:2;4;1;3; 2.

Quelles sont les valeursdeaetb ?

E Sion divise 4 294 et 3 521 par un méme entier positif,
on obtient respectivement comme reste 10 et 11.
Quel est ce diviseur ?

Déterminer un couple e
r . - @)
dentiersdeBézout e
Montrer que 17 et 40 sont premiers entre eux puis
déterminer un couple d'entiers relatifs (x; y) tel que:

17x-40y=1.

E Montrer que 23 et 26 sont premiers entre eux puis
déterminer un couple d'entiers relatifs (x; y) tel que:
23x-26y=1.

m Montrer que 221 et 331 sont premiers entre eux puis
déterminer un couple d'entiers relatifs (x; y) tel que:
221x-331y=1.

=14| 1. Déterminer PGCD(58, 24) a l'aide de I'algorithme
d’Euclide.
2. En déduire un couple dentiers relatifs (x; y) tel que:
58x-24y=2.

m La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ?
Justifier.

« S'il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv =5
alors PGCD(a, b) =5.»

m Démontrer que, pour tout relatif k, (7k + 3) et 2k + 1)
sont premiers entre eux.



d'application

m Démontrer que, pour tout entier naturel n, (7n + 4)
et (5n + 3) sont premiers entre eux.

Démontrer que pour tout entier relatif n, les entiers
(14n + 3) et (5n + 1) sont premiers entre eux. En déduire :
PGCD(87; 31).

n
m Prouver que la fraction hi est irréductible pour
n

tout entier naturel n.

. 2n+1
m Prouver que la fraction

] est irréductible pour
tout entier naturel n. n(n+1)

Déterminer a et b tels que :
n2-3+@n+b)n-2)=1.

n
Que peut-on déduire pour la fraction ?

. n+n
m Prouver que la fraction
2n+1

tout entier naturel n.

est irréductible pour

B . Démo
m Démontrer le corollaire

du théoreme de Bézout : « €quation ax + by = ¢ admet
des solutions entieres si, et seulement si, ¢ est un multiple
PGCD(a, b) ».

On raisonnera par double implication.

L'équation 6x + 3y = 1 admet-elle des solutions ? Et
I'équation 7x+ 5y=17?

Appliquer N

le théoreme de Gauss 8 *@ p. 15
1. Déterminer les couples d'entiers relatifs (a; b) tels
que:29a-13b=0.

2. Vérifier que le couple (11 ; 24) est solution de I'¢quation
(E):29x-13y=7.

En déduire les couples (x; y) solutions de (E).

m On considére dans un repére, les points

A(7;2) et B(-3;-4).

1. Montrer qu'un point M(x; y) appartient a la droite (AB)
si3(x-7)=5(@-2).

2. En déduire I'ensemble des points a coordonnées entiéres
appartenant a la droite (AB).

Un joueur a totalisé

200 points en langant sur une
cible 25 fléchettes.

La cible possede 3 zones qui rap-
portent respectivement 0 ; 5 et
12 points.

1. Montrer que le nombre de
fléchettes qui ont atteint la zone
a 12 points est divisible par 5.
2. En déduire la répartition des fléchettes dans les différentes
zones.

Résoudre une équation o
diophantienne M6
Soit I'équation (E) : 3x-4y=6.

1. Déterminer une solution particuliére a (E).

2. Déterminer I'ensemble des solutions entieres.

Soit I'équation (E) : 13x-23y=1.

1. Déterminer une solution particuliere a (E) en utilisant
I'algorithme d’Euclide.

2. Déterminer I'ensemble des solutions entieres.

1. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers relatifs
(x, ), solutions de I'équation (E) : 8x - 5y=3.

2. Soit m un nombre entier relatifs tel qu'il existe un couple
(p; q) de nombres entiers vérifiant:m=8p+1etm=>5q + 4.
Montrer que le couple (p; g) est solution de I'équation (E).
3. Déterminer le plus petit de ces nombres entiers m supé-
rieurs a 2 000.

1. On considére l'équation (E) a résoudre dans 72 :
7x-5y=1.

a) Vérifier que (3 ; 4) est solution de (E).

b) Déterminer les couples solutions de (E).

2. Une boite contient 25 jetons, des rouges, des verts et des

blancs. Sur les 25 jetons il y a x jetons rouges et y jetons verts.

Sachant que 7x -5y =1, quels peuvent étre les nombres de

jetons rouges, verts et blancs ?

1. Lisa veut mesurer une durée de 2 minutes avec
deux sabliers, 'un mesurant une durée de 11 minutes
et l'autre une durée de 5 minutes.

Expliquer comment Lisa doit procéder.

2. Est-il possible pour Lisa de mesurer toute durée entiére
de d minutes avec ces deux sabliers ?

On veut résoudre le systéme suivant dans Z.

x=1(011)

S):

x=3(4)
1. Montrer que résoudre ce systéme revient a résoudre
I'équation

(E):1TTu-4v=2

ou u et v sont des entiers relatifs.

2. Résoudre I'équation (E).
3. En déduire les solutions de (S).

4 - PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss
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d'entrainement

................................................

Trouver les entiers naturels a et b tels que :
ab-b?=2028 et PGCD(a, b) =13.

7£:3] 1. Déterminer 'ensemble des entiers naturels n tels
que PGCD(2n +3,n) =3.
2. En déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que
PGCD(2n+3,n)=1.

Résoudre les systémes suivants, x, y € N.
{xy=1512 b) {xy=300
PGCD(x, y)=6 PGCD(x, y)=5
On donnera la réponse sous forme de tableau.

Recherche de PGCD

..................................................

m Soit n un entier naturel.
Onposea=9n+4etb=2n+1.
Montrer que a et b sont premiers entre eux.

Soit n un entier naturel.
Onposea=n+4etb=3n+7.

Déterminer PGCD(a, b) suivant les valeurs de n.
m Soit a et b deux entiers premiers Algo
entre eux. La fonction bezout programmée en

Python # permet de trouver les entiers u et v tels que :

v=int ((1l-a*u) /b)
return u,v

au+bv=1.
1 def bezout(a,b):
2 r=0
3 u=0 A ExE
4 while r!=1: Programme i g
5 u=u+1l lienmini fr/maths-e04-06 00}
6 r=a*u%b
7
8

1. a) Expliquer la condition de la ligne 4.

b) Pourquoi le calcul de la ligne 6 suppose que b soit positif ?
2. Que fait la fonction int () alaligne7?

3. Modifier cet algorithme pour qu'il puisse calculer les
entiers u et v lorsque le signe de b est quelconque.

4. Faire fonctionner cet algorithme pour les couples (a; b)
suivants.
a) (37;15)

Travailler l'oral

En montagne, un randonneur a effectué des réser-
vation dans deux types d’hébergement :

I'hébergement A et I'hébergement B.

Une nuit en hébergement A colte 24 € et une nuit en
hébergement B colite 45 €.

b) (11;-24)

m Soit n un entier relatif.
A=n-1etB=n?>-3n+6.
1. Démontrer que le PGCD de A et de B est égal au PGCD
de Aetde4.
2. Déterminer, selon les valeurs de I'entier n, le PGCD de A
etdeB.
3. Pour quelles valeurs de I'entier relatif n, n # 1 a-t-on :
n*>-3n+6 c77
n-1

Théoreme de Gauss
Soit a et b deux rationnels non nuls tels que a + b et
ab sont des entiers.

p p
On pose alors a = q_1 etb= q—z fractions irréductibles avec
1 2
q,>0etg,>0.
1. Montrer que g, divise g,.
2. En déduire que g, = q,.
3. Prouver alors que a et b sont des entiers.

m Cinq entiers naturels a, b, ¢, d, e sont cinq termes
consécutifs non nuls d'une suite géométrique de raison
g > 1 et telle que g est premier avec a. On sait de plus que
6a’=e-b.

1. Montrer que : 6a = q(q> - 1).

2. Montrer que g divise 6 puis déterminer les valeurs pos-
sibles pour g.

3. En déduire les valeursde a, b, ¢, d et e.

Montrer la rationalité
dunnombre B
Soit p € Z et g € N premiers entre eux.

Soit fle polynéme : fix) = 2x3 + 5x2 + 5x + 3.

1. Montrer que si P est une racine de falors p divise 3 et
q divise 2.
2. Déduire que fadmet deux solutions rationnelles.

Soit fle polynéme :

filx) =x* - 4x3 - 8x2 + 13x+ 10.
1. Montrer que si f(x) = 0 admet une solution rationnelle o
alors o est un entier.
2. Montrer que si o est une solution entiére de f(x) = 0 alors
o divise 10.
3. Trouver les racines entieres éventuelle de f(x) = 10.

I se rappelle que le colit total de sa réservation est de 438 €.
On souhaite retrouver les nombres x et y de nuitées passées
respectivement en hébergement A et en hébergement B.
Proposer une solution algorithmique et une solution
arithmétique.



EL)] Bézout et Gauss. Vrai ou faux ?

Pour chacune des trois propositions, indiquer si elle est
vraie ou fausse et donner une démonstration de la réponse
choisie.

a) Proposition 1 Pour tout n € N, 3n et 2n + 1 sont pre-
miers entre eux.

b) Soit S I'ensemble des couples (x; y) d'entiers relatifs
solutions de I'¢quation 3x -5y = 2.

Proposition 2 Lensemble S est I'ensemble des couples
(5k-1;3k-1) ol k est un entier relatif.

c) Soit a et b deux entiers naturels.

Proposition 3 S'il existe deux entiers relatifs u et v tels que
au + bv =2 alors le PGCD de a et b est égal a 2.

Eld cometes

A ®» Ensemble S

On appelle S I'ensemble des entiers relatifs n vérifiant le
systéeme:

n=6(12)

1. Recherche d'un élément de S.

On désigne par (u; v) un couple d'entiers relatifs tel que
19u+12v=1.

a) Justifier I'existence d'un tel couple (u; v).

b) On pose n;=6 x 19u+ 13 x 12v.

Démontrer que n, appartienta S.

) Donner un entier n, appartenantaS.

2. Caractérisation des éléments de S.

a) Soit n un entier relatif appartenant a S.

Démontrer que n-n,=0(228).

b) En déduire qu'un entier relatif n appartient a S si et

seulement si n peut s'écrire sous 1a forme n = -6 + 228k

oU k est un entier relatif.

{ns13(19)

B » Application

La comete A passe tous les 19 ans et apparaitra la prochaine
fois dans 13 ans.

La comeéte B passe tous les 12 ans et apparaitra la prochaine
fois dans 6 ans.

Dans combien d'années pourra-t-on observer les deux
cometes la méme année ?

En Pompon et manege

1.0n considere I'équation (E) : 17x-24y =9 ou (x, y) estun
couple d'entiers relatifs.

a) Vérifier que le couple (9; 6) est solution de I'équation (E).
b) Résoudre I'équation (E).

2. Dans une féte foraine, Pablo s’installe dans un manege
circulaire représenté par le schéma ci-dessous.

Il peut s'installer sur I'un des huit A
points indiqués sur le cercle. Le '
manege comporte un jeu qui
consiste a attraper un pompon qui
se déplace sur un cable formant
un carré dans lequel est inscrit le @
cercle. Le manége tourne dans le

sens des aiguilles d’'une montre, a é
vitesse constante. Il fait un tour en

24 secondes. Le pompon se déplace dans le méme sens a
vitesse constante. Il fait un tour en 17 secondes. Pour gagner,
Pablo doit attraper le pompon, et il ne peut le faire qu'aux
points de contact qui sont notés A, B, C et D sur le dessin.
Alinstant t = 0, Pablo part du point H en méme temps que
le pompon part du point A.

D+ 18

a) On suppose qu'a un certain instant t Pablo attrape le
pompon en A. Il a déja pu passer un certain nombre de
fois en A sans y trouver le pompon. A l'instant t, on note yle
nombre de tours effectués depuis son premier passage en
A etxle nombre de tours effectués par le pompon. Montrer
que (x; y) est solution de I'équation (E) de la question 1.
b) Pablo a payé pour 2 minutes ; aura-t-il le temps d'attraper
le pompon ?

c) Montrer qu'en fait il nest possible d’attraper le pompon
qu’au point A.

l‘ @EI!E)GBEIEEBQ On pourra montrer que si l'on attrape le
pompon respectivement au point B, C et D, le couple (x; ))
doit vérifier respectivement les équations : 68x - 96y = 43,
34x - 48y = 25, 68x ~ 96) = -39.

d) Pablo part maintenant du point E. Aura-t-il le temps
d‘attraper le pompon en A avant les deux minutes ?

4 - PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss

123



124

ER suite

Soit (u,) la suite définie pour n € N par:
u,=0etu,,,=4u +1.

1.a) Calculeru,, u, et u,.

b) Montrer que pourn € N, u, ,, et u, sont premiers entre

eux.

2.0n pose pourn € N :

1
Vn=un+§'

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique.

b) En déduire I'expression de v, puis celle de u, en fonction
den.

3. Calculer PGCD(4™" - 1,4"-1).

EE) codage
A chaque lettre de I'alphabet on associe, d'aprés le tableau
suivant, un nombre entier compris entre 0 et 25.

A B C D E F G H |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
J K L M N o P Q R
9 10 1 12 13 14 15 16 17
S T U v w X Y yA
18 19 20 21 22 23 24 25

On définit un procédé de codage de la facon suivante.
Etape 1
On choisit deux entiers naturels p et g compris entre 0 et 25.
Etape 2
A la lettre que l'on veut coder, on associe l'entier x corres-
pondant dans le tableau ci-dessus.
Etape 3
On calcule I'entier y défini par les relations :
y=px+q0(26)et0 < y=<25.
Etape 4
A l'entier y, on associe la lettre correspondante dans le
tableau.
1.0n choisitp=9etg=2.
a) Démontrer que la lettre V est codée par la lettre J.
b) Citer le théoreme qui permet d'affirmer l'existence de
deux entiers relatifs u et v tels que : 9u + 26v =1.
Donner sans justifier un couple (u; v) qui convient.
c) Démontrer que :
y=9x+2(26) & x=3y+20(26).
d) Décoder la lettre R.
2.0n choisit g =2 et p estinconnu.
On sait que J est codé par D. Déterminer la valeur de p (on
admettra que p est unique).
3.0n choisitp=13etg=2.
Coder les lettres B et D.

Que peut-on dire de ce codage ?
D’aprés Bac Antilles-Guyane 2015

Casser un code

A chaque lettre de I'alphabet, on associe un entier n comme
a l'exercice précédent. On choisit 2 entiers a et b compris
entre 0 et 25. Tout entier n compris entre 0 et 25 est codé
par le reste de la division de an + b par 26.

Le tableau suivant donne les fréquences f en pourcentage
des lettres utilisées dans un texte écrit en francais.

A B C D E F G H |

942 | 1,02 | 264 | 338 | 1587 | 094 | 1,04 | 0,77 | 8,41

J K L M N o P Q R

089 | 000 (533|323 | 714 | 513|286 | 1,06 | 646

S T U Vv w X Y Z

790 | 7,36 | 6,24 | 215 | 0,00 | 0,30 | 0,24 | 0,32

A » Un texte écrit en francais et suffisamment long a été
codé selon ce procédé. L'analyse fréquentielle du texte codé
amontré qu'il contient 159 % de O et 9,4 % de E.
On souhaite déterminer les nombres a et b qui ont permis
le codage.
1. Quelles lettres ont été codées par O et E ?
2. Montrer que les entiers a et b sont solutions du systeme
4a+b=13(26)
b=4(26)
3. Déterminer tous les couples d'entiers (a ; b) ayant pu
permettre le codage de ce texte.
B ® 1.0n choisita=22etb=4.
Coder les lettres K et X. Ce codage est-il envisageable ?
2.0n choisita=9etb=4.
a) Montrer que pour tousn,m & N,on a:
m=9n+4(26) < n=3m+ 14 (26).

b) Décoder le mot NBELLA.
D’aprés Bac Polynésie 2017

EE Théoréme des restes chinois
On se propose de déterminer 'ensemble S des entiers relatifs
n vérifiant le systeme:

n=9(17)

n=3(5)
1. On désigne par (u; v) un couple d'entiers relatifs tel que

17u+5v=1.

a) Justifier I'existence d'un tel couple (u; v).
b) On pose n; =3 x 17u+ 9 X 5v.
Démontrer que n, appartient a S.
) Donner un entier n, appartenanta S.
2. a) Soit n un entier relatif appartenant a S.
Démontrer que n-n, =0 (85).
b) En déduire qu'un entier relatif n appartient a S si, et
seulement si, n peut s'écrire sous la forme n =43 + 85k ou
k est un entier relatif.
3. Application : Assa sait quelle a entre 300 et 400 jetons. Si
elle fait des tas de 17 jetons, il lui en reste 9. Si elle fait des
tas de 5 jetons, il lui en reste 3. Combien a-t-elle de jetons ?
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CONTINU

Algorithme d’Euclide

Soita, b € 7*.

Lensemble des diviseurs communs a a et b
admet un plus grand élément d, appelé plus
grand commun diviseur noté PGCD(a, b).

Propriétés
* PGCD(ka, kb) = kPGCD(a, b)
* Sibdivise a alors PGCD(a, b) = |b|

e aget bsont premiers entre eux si,
et seulement si, PGCD(a, b) = 1

Soita, b € N et b ne divise pas a.
a=bqg + ralors PGCD(a, b) = PGCD(b, r)

Les divisions successives des diviseurs par
le reste des divisions précédentes finissent
par s'arréter.

Le dernier reste non nul est alors PGCD(a, b).
Clest le principe de la descente infinie dans N.

. J

Théoréme de Gauss

Théoréme de Bézout

— )
¢ Identité de Bézout
Soit D = PGCD(a, b) alors il existe un couple
d'entiers relatifs (u; v) tel que : au + bv =D.

e Conséquence

Tout diviseur commun a a et b divise D.

e Théoréme de Bézout

aet b premiers entre eux si, et seulement si, il

existe un couple d'entiers relatifs (u, v) tel que:
au+bv=1.

¢ Corollaire de Bézout

L'équation ax + by = c admet des solutions

entieres si, et seulement si, c est un multiple
de PGCD(a, b)

e Théoréme de Gauss
Si a divise bc et si a et b sont premiers entre
eux alors a divise c.

¢ Corollaire de Gauss
Sibet cdivise aet si b et csont premiers entre
eux alors bc divise a.

L J

-
Ce sont les équations de la forme : ax+ by =c.

Pour résoudre cette équation :
¢ on divise I'équation par PGCD(aq, b),
« on cherche une solution particuliére,

générale.

L

L J

Chiffrement affine

Soit une fonction de codage affine, par
exemple : f(x) = 11x+ 8.

o A une lettre du message, on associe
un entier x entre 0 et 25 suivant l'ordre
alphabétique.

¢ On calcule f(x) = 11x+ 8 et 'on détermine
le reste y de la division euclidienne de f(x)
par 26.

* On traduit y par une lettre suivant l'ordre

Equation diophantienne du premier degré

alphabétique

. J

Cette équation admet des solutions si ¢ = k PGCD(a, b).

e puis une solution générale en soustrayant termes a termes la solution particuliere et la solution

On applique le théoréeme de Gauss et on conclut sur I'ensemble des couples solutions.

4 - PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss
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| Je dois étre capable de... ) | Parcours d’exercices )
P> Utiliser la définition et les propriétés du PGCD g E&éde 1,2,3,4 42,43
P Utiliser I'algorithme d’Euclide gfodi 5,6, 49,50
11, 12, 54, 67

P> Déterminer un couple d'entiers de Bézout 'ﬁ

0de

P Appliquer le théoréme de Gauss A QA 17,18, 19, 20, 68, 69

Il

P Résoudre une équation diophantienne &7 21,22,71,72

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-e04-07

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonnes réponse(s).

(A (& [
PGCD(2 517, 4 272) =3. Dans l'algo-

rithme d’Euclide, combien de divisions au 7 8 9 10
minimum sont-elles nécessaires jusqu'a
obtenir un reste nul ?

PGCD(a, b)=7,a€ N, b& N. Dans

I'algorithme d’Euclide, les quotients suc- (@a,b)=(35,63) (a,b)=(35,126) (a,b)=(25,126) (a,b)=(14,35)
cessifs sont 3, 1, 1, 2 (comprenant la der-

niére division de reste nul). On a alors :

Combien de couples d’entiers natu-

rels (a ; b) verifient PGCD(a , b) = 42 et 5 3 2 1
a+2b=3367
) ) ) et sont pre- Tout diviseur | aetbnesont

Soit un entier relatif n. - entrer::ux PGCD(a,b)=11 commumaa pas premiers
Onpose:a=2n-5etb=3n-7. : et b divise 11. entre eux
Quelle fraction est irréductible pour 3n n+8 3n? _n
toutne N*? 2n+1 2n+5 2n?+n (2n+1(3n+1)
Léquation 5x - 8),’= 1.admet comme retrz:g(r)su;tre parfois pre-  jamais premiers ~ on ne peut
solution des couples d’entiers relatifs qui = P T A TS B i T répondre.
sont: eux.
Un nombre est divisible par 15 et 360 120 90 72
24, alors ce nombre est divisible par:
Soit k un entier relatif. L’equaFion x=2(5) x=5(7) x=2(7) x=0(7)
5(x-2) =7k d'inconnue xa pour solution :

—-25;27) est x, et y, sont ; ,

Soit Iéquation (E) : 27x + 25y = 1. ( solutio)n %e ggrité On peutavoir  (E)n admgt pas
Soit (x,; y,) une solution de (E). de (E) différente Xo+Yo=5 de solution.

Soit 'équation diophantienne (E) : =~ (E) n'admet pas

{x=—6+13k {x=7+26k {x=7+13k
17x- 13y= 2. Les solutions de (E) sont : de solution

y=-8+17k"  |y=9+34k y=9-17k
kEZ keZ kez
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Des diviseurs

Si l'on divise 1 809 et 2 527 par un méme entier b, les
restes respectifs sont 9 et 7. osode
Quelles sont les valeurs possibles pour b ? § p. 109

Un diviseur

Si l'on divise 1545 et 3375 par un méme entier b, les
restes respectifs sont 9 et 10. osode
Quel ce diviseur b ? A p. 109

Algorithme d’Euclide

A Il'aide de I'algorithme d’Euclide, déterminer :
a) PGCD(901, 1 505) Sode
b) PGCD(2 012, 7 545) B 111

Algorithme Al9°

Soit I'algorithme ci-contre )
oUA BEN Lire A, B

' ' D«|B-A
1.0nrentre A=12etB=14. <l l

. Tant que D # 0

Donner les valeurs successives DA
que prennent A,BetDainsique | a «p
la valeur affichée par I'algo- D« |B - 3]
rithme Fin tant que
2. Que calcule cet algorithme ? | Afficher A
Vérifier la validité mathématique ssode
de cet algorithme. 5 p. 113

Théoréme de Bézout (1)

Soit n un entier relatif.
1.0npose:a=7n+3etb=2n+1.

Montrer que a et b sont premiers entre eux.

2. Méme question avec: Sode
a=4n+5etb=7n+0. S+ PYEEE]

Théoréme de Bézout (2)

Pour chacune des propositions suivantes indiquer si elle
est vraie ou fausse et justifier.

a)Soit.a,b,u,ve 7

Proposition 1

Siau+ bv=3alors PGCD(a, b) = 3.

b) Proposition 2

Léquation 51x+ 9y = 2 admet des solutions entiéres.

c) Proposition 3

Soit k € Z, les nombres a et b tels que a = 14n + 3 et

b=5n+ 1 sont premiers entre eux. gede
B

Nombres de Bézout

Soit I'équation (E) : 221x + 338y = 26.

1. Léquation (E) admet-elle des solutions entiéres ?

2. Déterminer une solution particuliére ohode

de I'équation (E). 3] p. 111

Théoréme de Gauss

1. Déterminer les couples d'entiers relatifs (a; b) tels que:
21a-5b=0.

2. Soit n un entier relatif. Montrer que si 5 Et\‘l‘;‘ divise

(n-9) alors n =9 (55). s”a p. 115

Systeme d’équations

. . n=1(5)
Soit le systeme (S) :
n=3(4)

1. Montrer que si n est solution de (S) alors (n - 11) est
divisible par 4 et par 5.

2. En déduire I'ensemble des solutionsn =~ oce

du systéme. A . 109

Démo

Egalité de deux PGCD

Soit n un entier relatf.

1.0npose:a=n-2etb=n?>+n+3.

Montrer que PGCD(a, b) =PGCD(a, 9).

2. Déterminer les valeurs n pour lesquelles :
n>+n+3
—eZ

n-2

> Apprendre a demontrer p. 118

Equation diophantienne (1)

Soit I'¢quation (E) : 25x+ 7y=1.

1. Pourquoi I'équation (E) admet-elle des solutions
entiéres ?

2. Déterminer une solution particuliére de I'¢quation (E).
3. Déterminer toutes les solutions entiéres de lI'équa-
tion (E). SR

S 6 PRI
Equation diophantienne (2)
Soit I'équation (E) : 2x- 3y =5.
a) Déterminer une solution particuliére de I'équation (E).
b) En déduire toutes les solutions entiéres de I'équa-

tion (E). B2
ion (E) KA. 116

Rationalité

Soit p € Z et g € N" premiers entre eux.
Soit fle polynéme :
fx) =323 + 4x2 + 2x - 4.

1. Montrer que si P est une racine de f alors p divise 4
et g divise 3.
2. Déduire que f n'admet qu'une seule solution ration-

Syode
nelle. B 17

4 - PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss
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vers le supérieur

PPCM

Soit deux entiers relatifs a et b. On appelle PPCM(a, b) le
plus petit multiple strictement positif de a et de b.

1. Calculer PPCM(18, 12) et PPCM(24 , 40).

2. Calculer 7 + ﬂ Que représente PPCM(6, 15) ?
6 15

PGCD et PPCM
Soit D =PGCD(a, b) et M =PPCM(a, b).

’

a
— M=Da’b’ et PGCD(a ,b)=1.
b =Db’

2. En déduire que : DM = ab.

Démo

1. Montrer que :

Encore un PPCM

Soit a et b deux naturels tels que a < b.
Déterminer a et b tels que :

PGCD(a, b) =6 et PPCM(a, b) = 102.

@ Vrai-Faux

Soit I'équation (E) : x2 - 52x + 480 = 0, ol x est un entier
naturel. La phrase suivante est-elle vraie ou fausse ? Justifier.
« Il existe deux entiers naturels non nuls dont le PGCD et le
PPCM sont solutions de I'équation (E). »

123 | Propriété du PGCD

Soit un entier naturel n non nul.
Onpose:a=5n*+7etb=n*+2

1. Montrer que PGCD(a, b) vaut 1 ou 3.

2. Déterminer les valeurs de n pour lequel PGCD(a, b) = 3.

Recherche du PGCD

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 5, on considére
les nombres:a=n3>-n?-12netb=2n*>-7n-4.

1. Démontrer, apres factorisation, que a et b sont des entiers
naturels divisible par (n - 4).
2.0nposea=2n+1etB=n+3.0nnotedle PGCD(ct, B).
a) Trouver une relation entre o et B indépendante de n.
b) Démontrer que d est un diviseur de 5.

c) Démontrer que les nombres o et § sont multiples de 5
si, et seulement si, (n — 2) est multiple de 5.

3. Démontrer que (2n + 1) et n sont premiers entre eux.
4. a) Déterminer, suivant les valeurs de n et en fonction de
n, le PGCD(a, b).

b) Vérifier les résultats obtenus dans les cas particuliers
n=11etn=12.

EE3 Algorithme d’Euclide

A l'aide de I'algorithme d’Euclide, déterminer :
a) PGCD(99 099, 43 928)

b) PGCD(153 527, 245 479)

F*3 calcul de PGCD

Soitn€ Z.Onposea=n®>+3n>-5etb=n+2.
Calculer PGCD(a, b).

Suite et PGCD
Soit la suite (u,) définie sur N par :
u,=0,u=Tetu, ,=3u,,-2u.

1.0nposev,=3u,,, -2U,.

Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont
on déterminera la raison et le premier terme.

2. a) En déduire que pour tout entier n, u, est un entier
natureletqueu, ,, =2u +1.

b) En déduire que deux termes consécutifs de la suite (u,)
sont premiers entre eux.

128 [Icle))
Soit a et b deux entiers premiers entre eux telsquea=b= 1.
1. Montrer que PGCD(a + b, a - b) vaut 1 ou 2.

2. Montrer que PGCD(a + b, ab) =1.

3. Montrer que PGCD(a + b, @ + b?) vaut 1 ou 2.

Démo

PGCD et congruence

Soit les entiers relatifs n vérifiant le systeme (S) suivant :
n= 1(5)
"ln=5@)

1. a) Montrer que si n vérifie (S) alors n vérifie le systeme :
{4n +1=0(5)

4n+1=0(7)

b) En déduire alors que 4n = -1 (35)
2. Déterminer les solutions de (S).

Racines rationnelles
Soit le polynéme f défini par :
filx) =x* - 4x3 - 8x2+ 13x+ 10.
1. Montrer que si fadmet une racine rationnelle alors cette
racine est entiére.
2.a) Montrer que si fadmet une racine entiere o alors o est
un diviseur de 10.
b) Quelles sont les racines entiéres éventuelles de f?
3. a) Aprés avoir déterminé ces racines, factoriser f(x).
b) Déterminer les autres racines de f.

Solutions entiéres
Soit I'équation
(B):2x+5y=savecs € N.
On veut montrer que si s = 4 I'équation (E) admet au moins
une solution dans N2,
1.Soit 0 < s < 4, déterminer les valeurs de s pour lesquelles
(E) admet des solutions dans N2,
2. Montrer par récurrence que sis = 4, I'équation (E) admet
au moins une solution dans N2,
Egalité de deux PGCD (1) Demo
Soitn,a, b€ Z*
Montrer que si a et b sont premiers entre eux alors :
PGCD(ab, n) = PGCD(b, n).



EEE] Egalité de deux PGCD (2) Démo
Soitn € Z, on pose
a=n*+3n*-n+2etb=n*+n+1.
Montrer que :
PGCD(a, b) =PGCD(n-2,7).

Equation diophantienne
Déterminer I'ensemble des couples (x; ) d'entiers relatifs
tels que:

955x+183y=1.
On pourra remonter l'algorithme d’Euclide pour trouver
une solution particuliere.

Somme et PPCM
Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
On pose d =PGCD(a; b) et m=PPCM(a, b).
On rappelle que :
m=da’b’aveca=da’ et b=db.
1.0n cherche les couples (a, b) d'entiers naturels tels que :
a+b=56etm=180.
a) Montrer que les valeurs possibles pour d sont 1, 2 ou 4.
b) Analyser chaque cas puis déterminer les couples (a; b)
qui conviennent.
2. En procédant comme a la question 1, déterminer les
couples (a; b) d’entiers naturels tels que :
a+b=276etm=1440.

EEd systeme PGCD-PPCM

Déterminer les couples (a, b) € N? tels que :
PGCD(a, b)=42
PPCM(a, b)=1680

PGCD et suite de Fibonacci

Soit la suite définie sur N par:
Uu,=0,u,=1etu ,=u

1. Calculer u,, uy u,, ug et ug.

2. Montrer par récurrence que :

pourtoutn€ N, u . xu , —(u)*=(-1)".

En déduire que les termes u, etu_, sont premiers entre eux.

3. Démontrer que :

pour tout n € N, pour toutp = 1,

n+1 + un'

Upp = U, XU U, XU
4.a) Démontrer que:
PGCD(v,,,, u,) =PGCD(u,, u,).

b) En déduire que si r est le reste de la division de m par n
alors :
PGCD(u,,, u,) =PGCD(u,, u,)

PGCD(,,, u,) =Upccom, n) M

5. Application : calculer u,, u,,.
Vérifier alors la relation (1) de la question 4. b)

vers le supérieur

138 | Repas gastronomique

28 personnes participent a un repas gastronomique. Le prix
normal est de 26 € sauf pour les étudiants et les enfants
qui paient respectivement 17 € et 13 €. La somme totale
recueillie est de 613 €.

Calculer le nombre d'étudiants et d’enfants ayant parti-
cipé au repas. Proposer deux méthodes pour résoudre ce
probléme.

Cryptage

Pour transmettre un message, on utilise le systeme suivant.
1'e étape A chaque lettre du message en clair, on associe
son numéro d'ordre dans l'alphabet :
A—01;B—01;C—03;...;Y—>25;7Z+ 26.

On obtient ainsi une suite de nombres.

2¢ étape On considere la suite d'entiers naturels (x) définie
par:

x, =1
X, =5x,+2(33)

3¢ étape On ajoute terme a terme les suites obtenues dans

la 1 et la 2¢ étape : on a alors le message crypté.

1. Déterminer les 25 premiers termes de la suite (x ).

2. Coder le message suivant :
DEBARQUEMENTLEHUITJUIN

3. Décoder le message suivant :

5,12,24,37,34,21,10,19,27,34,13,8, 26,27,16, 23,22, 25,41

Théoréme des restes chinois
Une bande de 17 pirates possede un trésor constitué de
pieces d'or d'égale valeur.

lIs projettent de se les partager également et de donner le
reste au cuisinier chinois. Celui-ci recevrait alors 3 pieces.
Mais les pirates se querellent et six d’entre eux sont tués.
Un nouveau partage donnerait au cuisinier 4 piéces. Dans
un naufrage ultérieur, seuls le trésor, six pirates et le cui-
sinier sont sauvés, et le partage donnerait alors 5 pieces
d'or a ce dernier.

Quelle est la fortune minimale que peut espérer le cuisinier
s'il décide d’'empoisonner le reste des pirates ?

4 - PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss
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- i Raisonner ™\
Equation de Pell-Fermat

—

On étudie dans cet exercice les équations du type x> - ny? = 1 ol n un entier naturel non carré.

A» Une premiére équation (E,) : x? - 2y? =1

1. Soit (a; b) une solution de (E,).

a) Quelle est la parité deaetdeb?

b) Déterminer PGCD(a, b).

c) Montrer que (A ; B) tel que A =3a + 4b et B =2a + 3b est aussi une solution de (E,).

2. a) Déterminer une solution de (E).

b) Déduire de la question 1. c¢) une solution avec des entiers supérieurs a 100.

3. Déterminer, a l'aide d’'une boucle conditionnelle, un algorithme, écrit en langage naturel puis en Python f, ,
qui donne un couple solution de (E,) d'entiers supérieurs a 1 000.

B » Une deuxiéme équation (E,) : x° -3y =1

1. Déterminer la plus petite solution non triviale c’est-a-dire différente de (1; 0). Cette solution est appelée solution
fondamentale et on la note (%95 9)-

2. a) Vérifier I'identité de Brahmagupta pour tout entiers relatifs a, a, b1, b2 etn:

(a,2 -nb,?)(a,® -nb,?)=(aa, +nbb,)? -n(ab, +ba,)
b) En déduire a partir de cette relation, en prenant n = 3, une autre solution (x, ; y,) de (E,) connaissant (x, ; ).

¢) Soit (x; y.) une solution générale de I'¢quation (E,), montrer la relation de récurrence donnant la solution suivante
(x,,,77,,,) enfonctionde (x_;y):

{xnﬂ = 2‘xn + 3.yn
.yn+1 = xn + 2_)/n

d) Déterminer les 10 premieres solutions de I'¢quation (E,), a I'aide d’un algortihme, écrit en Python " .

C » Equation de Brahmagupta (E,) : x2 - 92y? =1

1. a) Déterminer un algorithme en Python f, permettant de trouver la solution fondamentale, autre que la
solution (1; 0) a I'équation (E,).

b) Rentrer cet algorithme et donner cette solution.

c) Peut-on en déterminer une autre ?

Si oui comment est-elle déterminée.

L'’équation x? — ny? = 1 porte le nom du mathématicien anglais John Pell, mais c'est
une erreur due a Euler qui lui attribua faussement son étude.

En fait, le premier a avoir décrit I'ensemble des solutions de cette équation est le
mathématicien indien Brahmagupta, qui vivait au Vii® siécle aprés J-C, soit prés de
1000 ans avant Pell. Ses résultats étaient totalement inconnus des mathématiciens
européens du XVIi¢ siecle et c'est Fermat qui remit cette équation au goat du jour,
conjecturant qu'elle avait toujours une infinité de solutions.

Enfin Lagrange, un siécle plus tard, donne une preuve totalement rigoureuse de
I'infinité des solutions.
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B Chiffrement de Hill

Le chiffrement de Hill a été publié en 1929. C'est un chiffre non polygraphique, c’est-a-dire qu‘on ne chiffre pas les
lettres les unes apres les autres, mais par « paquets ». On présente ici un exemple bigraphique, c'est a dire que les
lettres sont regroupées deux a deux.

Etape 1 On regroupe les lettres par 2. Chaque lettre est remplacée par un entier en utilisant le tableau ci-dessous.

A B C D E F G H | J K L M

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

N o P Q R S T U vV | W | X Y Z

13 14 |15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25

On obtient des couples d'entiers (x, ; x,) ou x, correspond a la premiere lettre et x, correspond a la deuxieme lettre.
Etape 2 Chaque couple (x,; x,) est transformé en 0,9, tel que:

=11x, + 3x, (26)
5): N 1 2

1 '{y2573€1+4x2 (26)aVECO$}/1$25€t0$y2s25.

Etape 3 Chaque couple (y,17,) est transformé en un couple de deux lettres en utilisant le tableau de correspondance
donné dans I'étape 1. On regroupe ensuite les lettres
11x19+3%x4=13(26)

Exemple: TE— (19, 4)— -
7x19+4x4=19(26)

1. Coder le mot ST.

2. a) Compléter I'algorithme en Python f, permettant de coder un groupe de deux lettres :

def hill (lettrel, lettre2):
alphabet= [ 'lA" , 'lB" , 'lc" , 'lD" , 'lE" , 'lF" , 'lG" , 'lH" , 'lI" , 'lJ" , 'lK" ,
llLll , llMll , llNll , lloll , llPll , llQll , llRll , llsll , llTll , llUll , llvll , llWll , llxll , llYll , llzll]

xl=alphabet.index (lettrel) @ EEnE
x2=alphabet.index (lettre2) Iie’:rﬁir;’f':/::ths_eo4_08 5
im . Wi
y2=..

return ..,..

b) A l'aide de cet algorithme coder les mets PALACE et RAPACE.

c) Que constatez-vous ?

3. On veut maintenant déterminer la procédure de déchiffrement.

a) Montrer que pour tout couple (x, ; x,) vérifiant le systeme (S,), vérifie le systeme suivant.
‘ {23951 =4y, +23y,(26)

77 |23x, =19y +11y,(26)

b) Montrer que pour tout entiers relatifs a et b:23a=b (26) < a=17b (26).

¢) En déduire alors que tout couple (x, ; x,) vérifiant (S,), vérifie le systeme suivant.
). X, 516)/1 +y2(26)

3 x, =11y, +5y2(26)

d) Ecrire une fonction en Python f" sur le méme principe que la fonction hill de chiffrage pour déchiffrer un mot.

e) Décoder le mot : PEXXKNU. Ce mot étant de 7 lettres, ajouter la lettre W a la fin du mot pour avoir des paquets
de deux lettres. Le décodage terminé, supprimer la derniere lettre.

4 « PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss 131
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La magie du code RSA
e systéme RSA est un systéme de cryptage dont le nom provient lienmini.fr/maths-e05-01

des initiales de ses trois inventeurs (Rivest, Shamir et Adleman).
Ce systéeme permet, par exemple si vous étes en charge d’'une
banque, de communiquer avec tous vos clients avec le méme systéme
cryptographique. Chaque client posséde une clé publique avec laquelle
il code ses messages et vous une clé privée pour lire les messages
de vos nombreux clients.

Comment fonctionne le systeme RSA ? = TP 2 p. 159




E?‘% W Les rendez-vous
B0 Prérequis =
= lienmini.fr/maths-e05-02 SESamath

Connaitre les nombres premiers inférieurs a 100
1. Donner les 15 nombres premiers inférieurs a 50.
2. Donner les 10 nombres premiers compris entre 50 et 100.

Montrer qu’un nombre n’est pas premier

A l'aide des critéres de divisibilité par 3, 5 et 11 ou de la division par 7, montrer
gue les nombres suivants ne sont pas premiers.

a)57 b)9I1 c)143 d)265 e)341 £)427 g)319 h) 1581

Décomposer un nombre

Décomposer les nombres suivants en produit de facteurs premiers.

a)72 b) 98 c) 90 d) 91 e)97 f)121  g)128 h)225
Déterminer I'ensemble des diviseurs d’un entier

Donner tous les diviseurs des nombres suivants.

a) 24 b)36 «¢)45 d) 51 e) 63 f) 91

Définir la divisibilité a I'aide de la congruence
Traduire a I'aide des congruences les propositions suivantes.

a) n est divisible par 6. b) n est divisible par 3 et par 5.
) n est divisible par 4 et par 6. d) n est divisible par 6 et par 9.

() Traduire une proposition mathématique en francais usuel
Traduire par une phrase, sans utiliser le mot « congruence », les propositions
suivantes.

a)n=0(5).

b) sin=0(4) etsin =0 (5) alors n = 0(20).
c)Sin<25etsin#0(2),n#0(3),n % 0 (5) alors, n est premier.

d) Si p est premier et siab = 0 (p) alors,a =0 (p) ou b = 0 (p).

A

Comprendre un algorithme en langage Python
Que retourne cet algorithme pour fonct (154) ?

from math import *
def fonct(n)

d=2

c=1

L=[ ]

while d<=sqrt(n):
if n%d==0:
L.append (d)

n = n/d

else:

d=d+c

c=2

L.append (n)
return L

5« Nombres premiers 133
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n Découvrir le crible d'Eratosthéne

Eratosthéne de Cyréne, astronome, géographe, philosophe et mathématicien grec du ii° siécle
av. J.- C, a été le directeur de la bibliotheque d’Alexandrie et est connu notamment pour
avoir mesuré géométriquement la circonférence de la Terre en utilisant les rayons du Soleil.
En mathématiques, il invente un procédé, le crible d’Eratosthéne, permettant de trouver

une liste de nombres premiers.

A » Elaboration manuelle de la liste des nombres premiers inférieurs ou égaux a 150

On se propose de déterminer la liste des nombres premiers inférieurs a 150.
On utilise la méthode dites du crible d’Eratosthéne, un crible étant une sorte de tamis qui retient les nombres
premiers. On donne le tableau suivant.

11234 ,/5|6/|7 89|10

1111211314 15|16 |17 | 18|19 |20

2112212324 |25|26 2728|2930

31132 /33|34|35|36 3738|3940

41|42 |43 44 |45 |46 |47 | 48|49 |50

51|52 53|54|55|56 5758|5960

61|62 63|64|65|66 6768|6970

7117273747576 |77 |78 |79 80

81828384 |85|86|87|88|89]|90

91192 93|94 |95|96 |97 98|99 100

101/102/103|/104|105/106/107|108|109|110

111(112/113{114/115|116|117/118|119|120

1211122/123{124/125|126|127/128|129|130

131/132/133|134|135|136|137/138|139|140

141142/ 143|144|145/146|147|148|149|150

1. Rayer le nombre 1 et entourer le nombre 2. Rayer les multiples de 2 a partir de 4.

2. Entourer 3. Rayer les multiples de 3 a partir de 9 qui ne sont pas déja rayés.

3. Entourer 5. Rayer les multiples de 5 a partir de 25 qui ne sont pas déja rayés.

4. Entourer 7. Rayer les multiples de 7 a partir de 49 qui ne sont pas déja rayés.

5. Entourer 11. Rayer les multiples de 11 a partir de 121 qui ne sont pas déja rayés.

6. Entourer tous les nombres de la liste qui ne sont pas rayés. Vérifier qu'il y a 35 nombres entourés et qu'ils
correspondent aux nombres premiers inférieurs a 150.

B » Justification

1. Pourquoi est-on sdr, lorsqu'on entoure 7, que les multiples de 7 inférieurs a 49 sont déja rayés de la liste ?

2. Pourquoi est-on s{r, parmi les entiers naturels inférieurs ou égaux a 150, qu’une fois rayés tous les multiples
de 2a 11, tous les nombres non rayés sont premiers ?
\_ = Cours 1 p. 136 )
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B Generaliser le crible d’'Eratosthéne par un algorithme

On désire généraliser la méthode de l'activité 1 a une liste de nombres premiers inférieurs ou égaux a n et

automatiser ce procédé par une fonction en Python d'argument n. On appelle alors cette fonction crible
et la liste L. L'idée est, au lieu de rayer des nombres, de leur affecter la valeur 0 puis de les supprimer de la liste L.
On obtient la fonction ci-dessous. p
1. Que fait-on ala ligne 3 ? Programme e
. 1 from math import * lienmini.fr/maths-e05-03 &
2.Alaligne4: 2 def crible(n):
. - . 3 L=[i for i in range(0,n+1l)]
a) expliquer la borne supérieure du compteur i. p for i in range(2,int(floor (sqrt(n)))+l):
b) pourquoi applique-t-on le type int a cette | 5 if L[i]>=1:
borne? 6 for k in range(2,int(floor(n/i))+1):
7 L[i*k]=0
3. Expliquer ce que l'on fait aux lignes 5 et 6. 8 i=0
. . 9 while i<len(L):
_ ?
4. Que fait-on aux lignes 9,10, 11 7 10 if L[i]==0 or L[i]==1:
5. Expliquer les affectations aux lignes 8 et 13. | 11 L.remove (L[i])
12 else:
6. Que renvoie la fonction crible ? 13 i+=1
, 14 return L, len(L))
7. Exécuter ce programme et retrouver

le résultat pour n = 150 de l'activité 1.

= Cours 1 p. 136
J

Y
20§ min

B Determiner le nombre de diviseurs

Le but de cette activité est de déterminer tous les diviseurs d’'un entier donné a l'aide d’'une décomposition
en facteurs premiers.

1. Décomposer 567 en produit de facteurs premiers et vérifier qu'il existe deux entiers p et g tels que :
567 = p*q.
2. Pourquoi un diviseur de 567 est-il de la forme p°gPavecO0 < o< 4et0<B<1?
3. Remplir le tableau suivant.
X p° p' p? p3 p*
q°
q'
4. Donner alors I'ensemble des diviseurs de 567.
Combien 567 a-t-il de diviseurs ? Pouvait-on prévoir ce résultat ?

5. Proposer une autre méthode a partir de la décomposition en facteurs premiers permettant de déterminer
tous les diviseurs de 567.

6. a) Décomposer 735 en produit de facteurs premiers.
b) Peut-on prévoir le nombre de diviseurs de 735 ?
c) Vérifier ce résultat par la méthode de son choix.

7. Peut-on avoir un entier possédant un nombre impair, autre que 1, de diviseurs ?
Proposer un nombre possédant 3 diviseurs puis un nombre possédant 7 diviseurs.

“» Cours 3 p.138 et &4 p. 140 )

5« Nombres premiers
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Cours

a Définition et conséquences
Nombre premier

Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement deux diviseurs : 1 et lui-méme.

(CRemarques

* 1 n'est pas un nombre premier car il n'a qu'un seul diviseur : lui-méme.

* Un nombre premier p est un entier naturel supérieur ou égal a 2, soit p = 2.

* A part 2, tous les nombres premiers sont impairs.

¢ Il'y a 25 nombres premiers inférieurs a 100 :

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83, 89, 97.

* Si un entier naturel n = 2 n'est pas premier, il admet un diviseur strict d tel que 1 < d <n.

* Un entier naturel non premier est appelé nombre composé.

Critére d’arrét ou test de primalité

¢ Tout entier naturel n tel que n = 2 admet un diviseur premier.

e Si n n'est pas premier, alors il admet un diviseur premierp telque:2 <p =< Jn.

® Démonstration

Si n est premier, il admet un diviseur premier : lui-méme.

Si n n'est pas premier, 'ensemble D des diviseurs stricts de n (non premiers avec n) n'est pas vide.
D’aprés le principe du bon ordre, D admet un plus petit élément p.

Si p n‘était pas premier, il admettrait un diviseur strict d” qui diviserait aussi n et serait donc dans D.
Ceci estimpossible car p est le plus petit élément de D.

Donc p est premier. n admet donc un diviseur premier p doncp =2etn=pxqgavecp <gq.

En multipliant cette inégalité par p, on obtient :

p? < pg donc p? < nsoit p <+/n.

(CRemarque

Pour déterminer une liste de nombres premiers, on peut utiliser le crible d’Eratosthéne =» Activité 1.

Théoréme de Gauss appliqué aux nombres premiers
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

Si un nombre premier p divise le produit ab, alors p divise a ou p divise b.

Démonstration
) Exercice 50 p. 146

(CRemarques
* Si p premier divise une puissance d, alors p divise a.

¢ Si p premier divise un produit de facteurs premiers, alors p est I'un d'entre eux.
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=W Déterminer si un nombre est premier

Enoncé

Montrer que 419 est un nombre premier.

m o Conseils & Méthodes [N

Comme 20 <+/419 <21, on teste les diviseurs premiers inférieurs a 21 soit :
2,3,57,11,13,17 et 19. ﬂ

Il est utile de mémoriser les nombres
premiers inférieursa 50:2,3,5,7, 11,
13,17,19,23,29,31,37,41,43 et 47.

o D'aprés les critéres de divisibilité, 419 n'est pas divisible par 2, 3,5 et 11. :
o En effectuant les divisions euclidiennes, 419 n'est pas divisible par 7, 13, Pour montrer qu'un nombre n = 2
17 et 19 - .~ "est premier, on utilise la contraposée
419=7x59+6,  419=13x42+3, b ducritére darrét:
419=17x24 + 11, 419 =19%22 + 1 ¢ «Sinnepossede pas de diviseurs
¢ premiers inférieurs ou égaux a Jn
. alors nest premier. »

e D'apres la contraposée du critere d'arrét, 419 est un nombre premier. ﬂ

A vous de jouer ! [V

Démontrer que 317 est un premier. | ﬂ L'entier 437 est-il premier ?
) Exercices 39 a 46 p. 146

xN0de

<
2 Utiliser le théoréme de Gauss appliqué aux nombres premiers

Enoncé
Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5.

Montrer que p? - 1 est divisible par 3 et 8. En déduire qu'il est divisible par 24.

m B Conseils & Méthodes [

o Divisibilité par 3 :

p = 5 premier donc p n'est pas divisible par 3.

Les deux seuls restes possibles dans la division par 3 sont 1 et 2. ﬂ
p=13)=p*-1=12-1=0(3)
p=2QB)=p*-1=22-1=3=0(03)

Donc p? - 1 est divisible par 3.

ﬂ Dissociation des cas : penser
a analyser les différents restes.

ﬂ Factoriser et utiliser la parité.

ﬂ Pour le produit des diviseurs,
argumenter avec le corollaire
du théoréme de Gauss.

° DIVISIbI]Ité par 8. ®eescccccccscscscscscscsccccccccce

p = 5 premier donc p impair et p> = 1=(p - 1)(p + 1).

p—1etp + 1sont deux nombres pairs consécutifs donc I'un d’eux est divisible par 4.

Le produit (p — 1)(p + 1) est donc divisible par 8.

e 3 et 8 divise p> — 1 comme 3 et 8 sont premiers entre eux, d'apres le corollaire du théoréme de Gauss :
3 x 8 =24 divise p>- 1. ﬂ

A vous de jouer ! |l

@ Soit p un nombre premier supérieur a 3. “ p est un nombre premier supérieur a 5.
1. Quels sont les restes possibles dans la division par 12 ? 1. Montrer que (p* - 1) est divisible par 3 et 5.
2. Montrer que (p? + 11) est divible par 12. 2. Montrer que (p* — 1) est divisible par 16.

3. En déduire que (p* - 1) est divisible par 240.
) Exercices 47 a 50 p. 146
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Cours

e L'infinité des nombres premiers

Infinité des nombres premiers

Il existe une infinité de nombres premiers.

¢ Démonstration

Démonstration

7 74 )1 7,
Démontrons ce théoreme par I'absurde. e

Supposons quil existe un nombre fini n de nombres premiers:p,,p,, ..., p,.
SoitN=p, Xp,X...Xp,X...Xp +1.
*N=2etN=p, parconstruction donc N n'est pas premier.

* D'aprés le critere d'arrét, N admet un diviseur premier parmip,, p,, ..., p,.
* Soit p, ce diviseur premier.

p;diviseainsiNetP=p, xp,x...xp;x...xp, doncp.divise la différence N-P=1;
on en déduit alors que N=1.

» Ceci est contradictoire car N = 2.

Lhypothése qu'il existe un nombre fini de nombres premiers est donc a rejeter.

e Théoreme fondamental de l'arithmétique

Décomposition en facteurs premiers

Tout entier n = 2 peut se décomposer de fagon unique (a I'ordre des facteurs pres) en produit de facteurs
premiers.
Soit m nombres premiers distincts p,, p,, ..., p,, €t m entiers naturels non nuls o.;, o, ..., o, alors:

n=p X pyz XX pom.

® Démonstration

Montrons par récurrence que tout entier n = 2 admet une décomposition en facteurs premiers.
Initialisation : n = 2. Lentier 2 étant premier, il se décompose en lui-méme.

La proposition est initialisée.

Hérédité : soit n = 2, on suppose que tout entier jusqu’a n se décompose en facteurs premiers (hypothése
de récurrence). Montrons qu'il en est de méme pourn + 1.

* Soit n + 1 est premier, il se décompose alors en lui-méme.

* Soitn + 1 est composé, il admet alors un diviseur strictd = 2.Onaalorsn+1=dgavecd<netq=<n,
les facteurs d et g d'apres I'hypothése de récurrence se décomposent en facteurs premiers et donc par
produit n + 1 aussi.

La proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, tout entier n = 2 admet une décomposition en facteurs
premiers.

(CRemarques

* Lorsque, dans un raisonnement par récurrence, on suppose, dans I'hérédité, la proposition vraie jusquau
rang n, on dit que la récurrence est forte.

* Pour montrer l'unicité a l'ordre des facteurs prés, on utilise également une récurrence forte.
On admettra I'unicité de cette décomposition.
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(résolus

2 Déecomposer un nombre en produit de facteurs premiers

Enoncé

1. Décomposer 16 758 en produit de facteurs premiers.

2. A l'aide d‘une décomposition en facteurs premiers, déterminer PGCD(126 , 735).

il solution

1. Tant qu’on peut diviser par un facteur premier, on ne passe pas

au suivant : ﬂet ﬂ

16738
8379
2793

931
133
19119
1

NN W w N

Onaalors: 16758 =2 x32x 72x 19.

2. On décompose chaque entiers en facteurs premiers

126 | 2 735 | 2
63 |3 245 | 5
213 49 (7
717 717
1 1
126 =2x32x7 735=3x5x7?

On obtient alors : PGCD(126,735) =3 x 7 = 21. ﬂ

(CRemarque

....... Conseils & Méthodes |

ﬂ Présenter la décomposition
avec une barre verticale et écrire
a droite les diviseurs premiers
et a gauche le quotient de la division
du nombre au-dessus a gauche
par celui au-dessus a droite.

ﬂTester les diviseurs premiers
dans l'ordre croissant jusqu’a obtenir 1
dans la colonne de gauche.

Apres avoir décomposer

chaque nombre, déterminer le PGCD
en multipliant tous les facteurs
premiers communs a la puissance

la plus petite.

Bien que cette méthode permette de calculer le PGCD, on lui préférera I'algorithme d’Euclide plus performant.

A vous de jouer ! |l.

E] 1. Décomposer en produit de facteurs B=S
premiers : 6 468 et 16 380.

2. En déduire PGCD(6 468, 16 380).

I 1. Déterminer PGCD(8 316, 5 670) a l'aide :
a) d'une décomposition en facteurs premiers.
b) de I'algorithme d’Euclide.

2. Quelle est la méthode la plus « économe » en opéra-
tions ?

1. Déterminer PGCD(5 455, 3 570) & laide :
a) d'une décomposition en facteurs premiers.
b) de l'algorithme d’Euclide.

2. Quelle est la méthode la plus « économe »

en opérations ?

n A l'aide d’'une décomposition en facteurs premiers,

déterminer le couple d'entiers naturels (a; b) tel que :
a_5292
b 5544

n 1. Expliquer

comment procéde

eta+b=903.

from math import*
def facteurs(n):

cette fonction facteurs L=[]

= d=2
en Python pour i=1
trouver la décomposi- while d<=sqrt(n):
tion en facteurs if n%d==0:
premiers de n. L.append (d)
2. Expliquer l'avant els?:n/d
derniére ligne : d=d+i
L.append (n). i=2

L.append (n)
return L

) Exercices 51 a 59 p. 146
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Cours

0 Decomposition et nombre de diviseurs

Décomposition et nombre de diviseurs

Soit un entier n = 2 dont la décomposition en facteurs premiers est :
n=p X pyz X...xprm.
Alors, tout diviseur d de n a pour décomposion :
d=pP xpb: x...xplr avecpourtouti€[1;m],0<B, <o,

Le nombre N de diviseurs de n est alors : N = (o, + 1)(ot, + 1)...(ct  + 1).

(CRemarque
Le nombre de diviseurs se déduit facilement car chaque puissance des facteurs primaires p, de n peut varier de 0
a o, llyadonc (1 + o) choix possibles.

Pour qu'un entier naturel n admette un nombre impair de diviseurs, chaque facteurs (1 + o) de N doit étre
impair, ce qui entraine que les puissances o sont paires. Le nombre n est alors un carré.

Exemples

©126=2x%32x7 posséde (1 + 1)(2+ 1)(1 + 1) = 12 diviseurs.
© 196 =22 x 72 posséde (2 + 1)(2 + 1) = 9 diviseurs (196 = 142).

e Petit theoreme de Fermat

LM Petit théoréme de Fermat

Soit un nombre premier p et un entier naturel a non multiple de p, alors : a?~' = 1 (p).
Si a est un entier naturel quelconque, on a:a? = a (p).

? Démonstration
Considérons les p — 1 premiers multiplesde a: g, 2a, 3q, ..., (p - 1)a.
Considérons les restes de la division de ces multiplesdeaparp:r,r,r,, ..., losr
* Ces restes sont deux a deux distincts.
En effet s'il existait deux restes identiques r,= raveci>j, alors:
ia—ja=r-r(p)=ali-j)=0(p)

donc (i - j)a serait multiple de p, qui d'apres le théoreme de Gauss appliqué aux nombres premiers,
impliquerait a ou (i — j) multiples de p, ce qui n'est pas le cas.
* Ces restes sont donc tous différents et commeiil y a (p - 1) multiples de g, on trouve ainsi tous les restes
non nuls possibles dans la division par p.
*Onaalors:

ax2ax..xXp-Na=rxr,Xx... Xr, P pP-NxaT=1x2x3x...x(p-1)=p-1!(p)
Soit (p - 1)!x (@*' - 1) = 0 (p) donc p divise (p - 1)! x (@' - 1).
Comme (p - 1)! est premier avec p car tous les facteurs de (p — 1)! sont inférieurs a p, d'aprés le théoreme de
Gauss, @' - 1 est alors un multiplede pdonc:a”'-1=0(p) < a”'=1 (p)
* En multipliant par a, on obtient: a” = a (p).
Cette derniére égalité reste vraie si a est multiple de p car alors a = 0 (p).

¢ 13 est premier et ne divise pas 4, donc d'aprés le petit théoréme de Fermat: 42 =1 (7).

I Exemples
¢ 11 est premier et ne divise par 5, donc d’aprés le théoréme de Fermat, 5" =5 (11).
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Enoncé

(résolus

1. Trouver le nombre de diviseurs de 120 a I'aide de sa décomposition en facteurs premiers.

2. A l'aide d‘un tableau double entrée et d’un arbre, trouver tous les diviseurs de 120.

il solution

1. 120 | 2
60 |2 120=23x3 x5
30 (2 On a alors 16 diviseurs :
153 B+1DA+1)(A+1)=16
5|5

1

2. On fait un tableau a double entrée en séparant
les puissances de 2 et les puissances de 3 et 5. ﬂ

X 2° 2 22 23
3050 1 2 4 8
BUSY 3 6 12 24
305! 5 10 20 40
315! 15 30 60 120

A vous de jouer ! |l

1. Trouver le nombre de diviseurs de 2 025 a l'aide
d’une décomposition en facteurs premiers.

2. A lI'aide d'un tableau double entrée, trouver tous les
diviseurs de 2 025.

yode

5a Appliquer le petit theoréme de Fermat

Enoncé

Montrer que pour tout n € N, 36" - 1 est divisible par 7.

i Solution

Le nombre de diviseurs est lié
ala décomposition en facteurs premiers.

Pour dénombrer les diviseurs avec un tableau
ou un arbre, répartir équitablement les choix.

On construit un arbre dont les coefficients sont
les puissances des facteurs premiers.
d

120

20 5 o 23

?0 ::5’:1 2/2\6 4/4\12 8/8\24
MAAAARAR

1 5 315210 6 304 201260 8 40 24120

1

m 1. Trouver le nombre de diviseurs de 1 575 a l'aide
d’une décomposition en facteurs premiers.
2. A l'aide d'un arbre pondéré, trouver tous les diviseurs
de 2 025.

) Exercices 60 a 65 p. 147

L Conseils & Méthodes [N

7 est premier et 3 non divisible par 7. Donc, d'aprés le petit théoréme Y ‘

de Fermat:37-'=1(7).
On a3 =1(7) donc en élevant a la puissance n :
By=1"7)3"=17)3"-1=0().

A vous de jouer ! |l

Soit p un nombre premier différent de 3.
Démontrer que pour toutn € N, 37+P - 37+1est divisible
par p.

Dés qu'il y a des puissances et un nombre
premier, il faut penser au petit théoréeme
de Fermat.

mSoitn eNeta=n>-n.

1. Montrer que a est divisible par 5.

2. Montrer que a =n(n? - 1)(n% + 1) puis que a est divisible
par 2 et 3. Pourquoi a est-il divisible par 30 ?

) Exercices 66 a 72 p. 147

5« Nombres premiers
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Les rendez-vous
Sesamath

Déeterminer un entier conditionné par le nombre de ses diviseurs w cours 4 p. 140

Enoncé

Un entier naturel n posséde 15 diviseurs. On sait de plus que n est divisible par 6 mais pas par 8.

Quel est cet entier ?

il Solution

e L'entier n possede 15 diviseurs. On établit le nombre de décomposition

de 15 en produit de facteurs supérieurs a 1.

Deux décompositions sont possibles ; soit un facteur :15 ;
soit deux facteurs : 3 x 5.

premiers. Le nombre de diviseurs doit donc se décomposer en au moins

deux facteurs.

e Comme 15 se décompose au plus en deux facteurs, n ne posséde

que deux facteurs premiers primaires : 2 et 3.
Onaalorsn=2*x 3B avec (o0 + 1)(B + 1) = 15.

© Deux choix sont possibles pour le couple (o ; B) :
a+1=3 a=2 o+1=5 o=4

1) = 2) o
B+1=5  |B=4 B+1=3  |B=2

o Comme n n'est pas divisible par 8 = 23 alors o < 3.

© On sait que n est divisible par 6 = 2 x 3 qui posséde deux facteurs

® evccco ool conseils & MéthOdeS .........

Comme le nombre de diviseurs N

est égal au produit des puissances

plus un des facteurs premiers, dans

la décomposition de n, on cherche

a décomposer N en produit de facteurs.

ﬂ Chercher a réduire la décomposition de
N a l'aide des diviseurs de n.

Eliminer les différents choix a I'aide
contraintes de I'énoncé : ici n n'est pas
divisible par 8.

e Laseule solution estalorsoi=2 et =4;onaalorsn=22x3*=4x81=324.

A vous de jouer ! |l

o et B sont deux naturels et n = 2% x 3B,

Le nombre de diviseurs de n? est le triple du nombre de
diviseurs de n.

1. Prouver que (ot- 1)(B - 1) = 3.

2. Déduire les valeurs possibles pour n.

m L'entier parmi les nombres inférieurs ou égaux a 50
qui posséde le plus de diviseurs en possede 10.
Trouver cet entier.

m Parmi les nombres inférieurs ou égaux a 100, quatre
possédent 12 diviseurs.

1. Montrer qu'il existe quatre configurations pour un entier
de posséder 12 diviseurs.

2. Trouver ces quatre entiers inférieurs a 100 parmi ces
configurations.

On cherche le plus petit entier naturel n possedant
8 diviseurs.

1. Montrer qu'il existe trois configurations pour un entier
de posséder 8 diviseurs.

2. Tester ces trois configurations et en déduire la solution
du probléme.

Un entier naturel n possede 21 diviseurs.
On sait de plus que n est divisible par 18 mais pas par 27.
Quel est cet entier ?

m o et B sont deux naturels et n = 2% x 38,

Le nombre de diviseurs de 18n est le double du nombre
de diviseurs de n.

1. Montrer que : 18n =2+ x 38+2,

2. Montrer alors que a/(f - 1) = 4.

3. Déduire les valeurs possibles pour n.

m Parmiles nombres inférieurs ou égaux a 200, un seul
posséde 18 diviseurs.

1. Montrer qu'il existe quatre configurations pour un entier
de posséder 18 diviseurs.

2. Trouver cet entier inférieur a 200 parmi ces
configurations.

) Exercices 73a 79 p. 148
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5 Travailler modulo p avec p premier > Cours 5 p. 160

Enoncé
Soit p un nombre premier et g, b, n des entiers relatifs.
1. Montrer que si na = nb (p) avec n # 0 (p) alors :
a=b(p).
2. Montrer que si a est premier avec p et si n est un multiple de p - 1 alors :
a"=1 (p).
3. Montrer que si a est premier avec p alors il existe un entier b tel que :
ab =1 (p).
En déduire que tout entier a non nul inférieur a p posséde un inverse inférieur a p modulo p.

i Solution OO Conseils & Méthodes SRR

1.na=nb (p) < na-nb=0(p) = n(b-a)=0(p). ﬂ
p divise n(b — a) et comme n # 0 (p), p ne divise pas n
p est alors premier avec n et donc, d'aprés le théoréme de Gauss,
p divise (a - b). ﬂ
a-b=0(p)=a=b(p)
2.n=k(p-1)aveck € Z.
Comme a est premier avec p, a n’est pas un multiple de p, ﬂ

ﬂ Attention, on ne peut pas diviser
généralement avec les congruences.

ﬂ Revenir a la définition de la congruence
pour argumenter.

ﬂ Penser au théoreme de Fermat.

ﬂ Compeatibilité des congruences

avec la puissance.
d'aprés le petit théoréme de Fermat : u . P ]

ORI ERRATELE || T NIerrrerrereee.
o = 1) = (@ = 1)

=dP-V=qg"=1(p)
3. Sip est premier alorsp = 2 etdoncp-2=0.

Comme a est premier avec p, a n'est pas un multiple de p,
d’aprés le petit théoréme de Fermat :

P '=1(p)eaxa?=1(p)

donc il existe b = aP~2 tel que ab = 1 (p).

Si a est non nul et inférieur a p, alors a est premier avec p.
Il existe alors un réel b = aP2 (p) tel que ab = 1(p).

Soitr le reste de la division de b par p, le reste r est inférieur a p.
On a alors ar = 1(p).

(CRemarque
On vient de montrer que tout entier non multiple de p admet un inverse modulo p avec p premier.

Il est alors possible de diviser par un entier non nul dans la congruence modulo p.

A vous de jouer ! |l.

Soit a un entier naturel pair non nul. m Soit N un entier supérieur ou égal a 2 et a un entier
Soit p un nombre premier divisant a® + 1. naturel pair non nul.

1. Montrer que p est de la forme 4n + 1 ou 4n + 3. On posea=N!

2.0n suppose que p est de la forme 4n + 3. 1. Montrer qu'il existe un nombre premier p divisant (@ + 1).
a) Montrer que p ne divise pas a. 2. En utilisant le résultat de I'exercice précédent :

b) Montrer que (a*)"x a’*= 1 (p). a) montrer que p > 1.

c) En déduire une contradiction. b) Justifier alors qu'il existe une infinité de nombres
3. Conclure. premiers p de la forme 4n+ 1.

) Exercices 80 a 81 p. 148
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apprendre a démontrer

(PR TSR T a Infinité des nombres premiers

Il existe une infinité de nombres premiers.

© On utilisera un raisonnement par l'absurde.

» Comprendre avant de rédiger

Démonstration
lienmini.fr/maths-e05-05

s SoHIG l

* Quand on veut montrer qu’une propriété P est vraie par un raisonnement par I'absurde, on suppose que P est

fausse et I'on montre alors qu’on obtient une contradiction.

» Supposons qu'il n'existe que trois nombres premiers : 2, 3 et 5. On forme un entier n qui est le produit de ces trois

nombres premiers auquel on ajoute 1:n=2x3x5+1=31.

e D'aprés le théoréme fondamental de I'arithmétique, 31 doit se décomposer de facon unique en produit de
puissances de 2, 3 et 5. Ce n'est bien s(r pas le cas. Il y a donc une contradiction.

» Rédiger
Etape @

On prend les nombres pre-
miers dans l'ordre croissant
p,=2,p,=3,p,=>5etainside
suite jusqu’au dernierp .

L'unicité de la décomposition
est obtenue en ordonnant
les facteurs premiers du plus
petit au plus grand.

Etape @

On forme un entier N produit de tous les nombres premiers

La démonstration rédigée

On suppose qu'il existe un nombre fini de
nombres premiers :

PP P3i -1 Py

On pose :
N=p,Xp,Xp;x...xp +1.

auquel on ajoute 1.

Etape o a [l existe au moins un nombre premier
. N p, dans la décomposition de N, donc p,
D’apres le théoréme , . . divi
Clest possible car on a pris ivise N.

fondamental de I'arithmétique,
N se décompose en produit de
facteurs premiers.

les n premiers nombres
dans I'expression de n.

p, divise N et le produit de tous

Etape @ % les nombres premiers

Si un entier divise a et b, cet entier divise la différence a - b. P=pyxp,xp;x...Xp,
p, divise donc la différence : N-P = 1.

Etape @ =) Onendéduitalorsque N=1.
1 n’a qu’un seul diviseur positif lui-méme.
n possede au moins le facteur 2 donc il est supérieur a 3.

Etape @ % Contradiction, donc I'hypothése de

Par construction N = 2 départ est fausse. Il y a un nombre infini

de nombres premiers

» Pour s'entrainer

Montrer lirrationnalité de v/2 par I'absurde.

On rappelle qu'un nombre rationnel x peut s'écrire x = P avec PGCD(p,q) =1.
q
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EX) Nombres premiers
Les propositions suivantes sont-elles
vraies ou fausses ? \'

a) Lensemble des nombres premiers est fini. [
b) Si p est un nombre premier alors p nest O
pas pair.

) Si p est un nombre premier ne divisant pas a
alors les nombres a et p sont premiers entre eux
e) Sip est un nombre premier ne divisant pas a
alors les nombres p et a sont premiers.

O O O>Odm

(|
(|

Critere d’arrét

Méthode Comment faire pour déterminer de « téte » les

nombres premiers parmi les entiers suivants ?
39-47-51-67-77-83-91

EX crible et critere d’arrét

1. Rayer les entiers qui ne sont pas premiers dans ce tableau.

31 | 3233 |34 35|36 |37 | 38| 39 | 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57| 58 | 59 | 60

2. En déduire la liste des nombres premiers compris entre
30 et 60.

E3 Théoréme de Gauss (1)
Méthode Soit p un nombre premier. Comment faire pour
montrer que si p divise n? alors p? divise n??

Théoréeme de Gauss (2)

Les propositions suivantes sont-elles vraies
ou fausses ? Justifier. \'} F

a) Si a est un entier naturel tel que 13 divise a°

o5 O
alors 13* divise —.

13
b) Si p est un nombre premier divisant ab O O

alors p divise a et p divise b

EX] Décomposition (1)

1. Donner mentalement la décomposition en produits de
facteurs premiers des nombres suivants.

a) 30 b) 40 c) 64 d) 70 e)120
2. Méthode En utilisant la décomposition de 10 = 2 x 5,
comment faire pour donner la décomposition en produit
de facteurs premiers des nombres suivant ?

a) 800 b) 2 000 c) 60 000

El Décomposition (2)

Déterminer la décomposition en produit de facteurs premiers
des nombres suivants en utilisant leur caractéristique.
a)6!=2x3x4x5x6 b) 292 -4 c)852-16

EXErcices ("calculs et automatismes

30| Décomposition (3) B_*j
Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

La décomposition de 2 520 est :

[a] 23x 32 [b] 23x32x5x7
[c] 22x32x5x7 [d] 22x5x%x7

PGCD

Méthode Comment faire pour décomposer les nombres a
et b en produit de facteurs premiers, puis déterminer leur
PGCD dans chacun des cas suivants ?
a)a=350etb=980 b)a=792etb=924

EXA Nombre de diviseurs (1)

Les propositions suivantes sont-elles

vraies ou fausses ? Justifier. Vv F
a) La décomposition en produit de facteurs

premiers de PGCD(2 142, 6 664) ne contient [ O
que des facteurs a la puissance 1.

b) Si a = 2 est un nombre impair, alors le

nombre 2a posséde deux fois plus de diviseurs 1 O
que le nombre a

EE] Nombre de diviseurs (2)

Méthode Comment faire pour déterminer le nombre de
diviseurs de 48 et 60 ?

Nombre de diviseurs (3)
Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
Parmi les entiers suivants celui qui admet le plus de diviseurs est :

[ale60 [b]72 [c]90 [d]100

ES) Nombre de diviseurs (4)
Déterminer I'entier o tel que a = 25 X 6* pour que a admette
48 diviseurs.

E[@ Théoreme de Fermat (1)
Quel est le reste dans la division par 41 des nombres suivants ?
a) 42° b) 2520 ) 49% d) 504

Théoréme de Fermat (2)

Les propositions suivantes sont-elles
vraies ou fausses ? Justifier.

a) Pour tout n € N, 7 divise 5" - 1.
b) Pour tout n € N, 4 divise 7°" - 1.

O0d<
Odm

E) Théoréme de Fermat (3)
Méthode Comment faire pour montrer que l'entier
a=2%+ 3% -5 est divisible par 74 ?
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d'application

Déterminer si un nombre -

.................................................

Montrer que 419 est un nombre premier.
On expliquera clairement la méthode utilisée.

Déterminer si les entiers suivants
sont premiers ou non.

a)117 b) 271
d) 401 e) 527

c) 323
f) 719

Soitn € N.On pose N=2n?>+n-10.
1. Factoriser N par (n - 2).
2. Pour quelle valeur de n, le nombre N est-il premier ?

Soitn € N.On pose N=2n?+7n +6.

La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ?
Justifier.

« Il existe une valeur de n pour laquelle N est un nombre
premier. »

l‘ @IDGBWI@S’inspirer de l'exercice précédent.

m Soit p un nombre premier et deux entiers n, etn,
tels que:

n,=p+1000etn,=p+2000.
1. En raisonnant modulo 3, montrer que la seule valeur
possible de p pour que n, et n, soient des nombres premiers
est 3.
2. Peut-on avoir n, et n, premiers ?
Soit p un nombre premier Démo
etaunentiertelque:2<a<n-2.
Montrer que p ne divise pas a® - 1.

On donne ci-dessous la fonction £ Algo

en Python dont des mots ont été effacés.

from math import¥*
def f£(n):
i=2
if n%i==0:
return "non .. car ..
i+=1
while i<=sqrt(n):
if n%i==0:
return "non .. car ..
i+=2
return L

par",i

par",i

1. Compléter cet algorithme par des mots adaptés.
2. a) Que détermine cette fonction ?
b) Expliquer clairement comment procede cette fonction.

Dans les Inédits de Marcel Pagnol, I'écrivain indique
que, pour tout n entier impair n > 1, le nombre
N=n+(n+2)+n(n+2)est premier. Quen pensez-vous ?

Utiliser le théoreme de Gauss
appliqué aux nombres e

.................................................

Soit p un nombre premiereta, b € N.
Montrer que si p divise a et a? + b2 alors p divise b.

m Soit un entier relatif n tel que : N> =17p + 1 ou p est

un nombre premier.

1. Ecrire 17p comme un produit de facteurs fonction de n.

2. Montrer que n est de la forme:
n=17k+1Toun=17k-1avecke ”Z

On citera le théoreme utilisé.

3. Montrer qu’une seule valeur de k convient.

En déduire les valeurs de n et p

Soit un entier relatif n tel que : n2=29p + 1 ol p est

un nombre premier.

1. Ecrire 29p comme un produit de facteurs fonction de n.

2. En s'inspirant de l'exercice précédent, déterminer les

valeurs de n et p qui conviennent au probléme.
) N Démo

m Démontrer le théoreme de Gauss

appliqué aux nombres premiers :

« Si un nombre premiers p divise le produit ab de deux

entiers non nuls alors, p divise a ou p divise b ».

Décomposer en produit e
de facteurs premiers ‘A

.................................................

Décomposer en produit de facteurs premiers
960 et 221 222.

m 1. Décomposer en produit de facteurs premiers £
2650et1272.

2. En déduire PGCD(2 650, 1 272).

3. Retrouver ce résultat a l'aide de I'algorithme d’Euclide
puis comparer les deux méthodes.

E 1. Décomposer en produit de facteurs premiers
a=428904 et b =306 360.

2. En déduire PGCD(a, b).

3. Retrouver ce résultat a I'aide de I'algorithme d’Euclide et
comparer les deux méthodes.

1. Quelle est la condition sur les puissances des
facteurs premiers d’'un carré parfait ?

2. Trouver un nombre de trois chiffres qui soit un carré
parfait divisible par 56.

m Une boite, en forme de pavé droit, a des dimensions
qui s'expriment, en centimetres, par des nombres entiers.
Son volume est de 22,661 dm?>.

Quelles sont les dimensions de cette boite ?



d'application

m 1. Décomposer 2 016 en produit de facteurs
premiers.

2. Déterminer, en expliquant la méthode choisie, la plus
petite valeur de I'entier naturel n tel que n? est un multiple
de2016.

A l'aide de la décomposition en facteurs premiers
de 84, résoudre dans N I'équation :
x(x+1)2x+1)=284.

m Cet exercice a pour but de déterminer par combien
de zéros se termine le nombre 1 000! On rappelle :
1000!'=1x2x3x...x1000.
1. Montrer qu'il existe pet g (p > 1 et g > 1) et un entier N
premier avec 10 tels que:

1000! = 2P x 59 x N.
2. a) Combien y a-t-il de nombres inférieurs ou égaux a
1 000 divisible par 5 ? divisible par 52 ? divisible par 53 ?
divisible par 5*?
b) En déduire alors que g = 249.
3. Montrer que p > g et que g est le nombre cherché.

E Dans un annuaire de moins de 1 000 pages sont inscrits
999 991 noms.

Chaque page contient le méme nombre de noms.

1. Montrer que 997 est un nombre premier.

2. Combien de pages contient cet annuaire ?

Trouver le nombre
de diviseurs d'un entier

1. Décomposer 792 en produit de facteurs premiers.
Quel est le nombre de diviseurs de 792 ?

2. Alaide d’un tableau double entrée déterminer tous les
diviseurs de 792.

1. Décomposer 8 316 en produit de facteurs
premiers. Quel est le nombre de diviseurs de 8316 ?

2. Proposer un algorithme pour énumérer tous les diviseurs
de 8316.

m 1. Décomposer 3003 en produit de facteurs premiers.
Quel est le nombre de diviseurs de 3003 ?

2. A partir du résultat de la question 1., trouver un nombre
possédant plus d’un milliard de diviseurs.
IZ3 pémontrer qu’un entier naturel n est Démo
un carré parfait si, et seulement si, le nombre

de ses diviseurs est impair.

Un entier n a cinq diviseurs et (n — 16) est le produit
de deux nombres premiers.

1. Prouver que n = p* avec p premier.

2. Ecrire (n - 16) sous forme d’un produit de trois facteurs
dépendant de p.

3. En déduire la valeur de p puis de n.

m Le produit de deux entiers naturels a et b aveca < b
est 11 340. On note d = PGCD(a, b).

1. a) Pourquoi d? divise-t-il 11 340?

b) Pourquoid=2*x3PavecO0<a<1let0<sB=<2?

2. 0On sait de plus que a et b ont six diviseurs communs et
a est un multiple de 5.

a) Démontrer que d = 18.

b) En déduire a et b.

Appliquer le petit théoreme .
defermat ~  Bpwm
1. Montrer que 4% — 1 est divisible par 29.

2. Montrer que pour tout n, 4" — 1 est divisible par 3.

3. Montrer que pour tout k, 4* - 1 est divisible par 5 et
par 17.

4. En déduire quatre diviseurs premiers de 428 - 1,

Soitn € N*.Onnotea=n"-n.
1. Montrer que a est divible par 13 et 7.
2. En déduire que a est divisible par 182.

m 1. Montrer que, pour tout a € N :
a'-a=0(62).
2. Montrer que, pour tout a,n € N :
a**+n-a"=0(62).

m 1. Soit p un nombre premier supérieur a 2.
Montrer que p divise 1 +2+ 2%+ ... + 2P,
2. Est-ce que 97 divise la somme S telle que

98
S=Yn%?
n=1

Soit p un nombre premier.
1. Montrer que si p divise 3”7 + 1 alors p divise 4.
2. Trouver p tel que p divise 37 + 1.

1. Vérifier que 761 est un nombre premier.
2. L'entier n est un naturel composé de 760 chiffres tous
égauxa9:n=999..99.
760 fois
a) Calculern+1.
b) Montrer que n est divisible par 761.

1.Soitn ENetA=n’-n.

a) Montrer que A est divisible par 7.

b) Vérifier que : A = n(n® - 1)(n® + 1) puis montrer que A est
divisible par 2 et par 3.

c) En déduire que A est divisible par 42.

2.Soitn € NetB=n?n?-1)(n?+1).

a) Montrer que B est divisible par 3.

b) En remarquant que (n? - 1)(n?+ 1) =n*- 1, montrer que
B est divisible par 5.

c) En utilisant un tableau de congruence, montrer que B
est divisible par 4.

d) En déduire que B est divisible par 60.
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d'entrainement

Déterminer un entier
conditionné par le nombre
desesdiviseurs Mpue
Un entier naturel n posséde seulement deux
diviseurs premiers.

Sachant que n a 6 diviseurs et que la somme de ses diviseurs
est 28, déterminer n.

o et B sont deux entiers naturels et n = 2% x 35,

Le nombre de diviseurs de 12n est le double du nombre
de diviseurs de n.

1. Montrer quelona: B (a-1)=4

2. En déduire les trois valeurs possibles pour n.

o et B sont deux entiers naturels et n = 2% x 36,

Le nombre de diviseurs de n® est égal a 8 fois le nombre
de diviseurs de n.

1. Prouver que (ot - 5) (B - 5) = 32.

2. Déduire les valeurs possibles pour n.

Déterminer le plus petit entier naturel possédant :
a) 10 diviseurs.
b) 15 diviseurs.

Déterminer deux entiers naturels a et b tels que
a> b, PGCD(a, b) = 18, et qui ont respectivement
21 et 10 diviseurs.

Un entier naturel n est tel que:

e 4 divise n,

e n admet 14 diviseurs,

e n estde laforme n=37p + 1 avec p premier.

1. Montrer que n posséde au plus deux diviseurs premiers.
2. Montrer que n ne peut avoir qu’un seul diviseur premier.
Un nombre parfait est un nombre Démo
dont la somme des diviseurs stricts est égal a lui-méme.
Euclide donne la regle suivante pour trouver des nombres
parfaits :

«Siun nombre a s'écrit 2" (2™ - 1) et si 27 - 1 est premier,
alors a est parfait ».

1. Trouver les quatre premiers nombres par-
faits.

2.Soita=2"(2"" - 1) avec 2" — 1 premier.
a) Quelle est la décomposition de a en fac-
teurs premiers ?

b) En déduire la liste des diviseurs de a.

c) Démontrer alors que la somme des diviseurs stricts est
égale a ce nombre a.

Travailler modulo p, ot
p premier i p.13

................................................

Soit le systeme (S) suivant : (x; ) € Z

) 3x+4y=5 (13)
|2x+5y=7 (13)

1. Justifier que (S) est équivalenta:
3x+4y=5(13)
7y=11(13)

2. Déterminer k, k, €[0; 12] tels que:
7k, =1(13) et 3k, =1 (13).

3. En déduire les solutions du systéme (S).

Soit g > 5, un nombre premier et M le produit
des nombres premiersde5aq:
M=5%x7x11x...Xq.
Onpose:N=22xM+ 3.
1. a) Montrer que N est impair.
b) Montrer que N # 0 (3).
2. Soit p un nombre premier divisant N.
a) Montrer que p > q.
b) Montrer que:p =1 (4) oup = 3 (4).
3. Soit N=p,* x p,” X ...x p,* la décomposition de N en
facteurs premiers.
a) Montrer en raisonnant par I'absurde qu'il existe un facteur
premier p,aveci € [1;r] tel que:p,= 3 (4).
b) En déduire qu'il existe une infinité de nombres premiers
de la forme 4n + 3.

.................................................

EH soitA=]1;46].
1. On considére l'équation

(E):23x+47y=1
ou x et y sont des entiers relatifs.
a) Donner une solution particuliere (x, ; y,) de (E).
b) Déterminer 'ensemble des couples (x; y) solutions de (E).
c) En déduire qu'il existe un unique entier x appartenant
aAtelque 23x =1 (47).
2. Soit a et b deux entiers relatifs.
a) Montrer que siab =0 (47) alorsa=0(47) ou b =0 (47).
b) En déduire quesia’=1(47)alorsa=1(47)oua=-1 (47).
3.a) Montrer que pour tout entier p de A, il existe un entier
relatif g tel que pg =1 (47).
Pour la suite, on admet que pour tout entier p de A, il
existe un unique entier, noté p~' appartenant a A tel que
pxp'=1(47).
b) Quels sont les entiers p de A qui vérifientp=p'?
c) Montrer que 46! = 1 (47).



m On considére la suite (u,) définie pour tout entier
naturel n non nul par:

u,=2"+3"+6"-1.
1. Calculer les six premiers termes de la suite.
2. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, u_ est pair.
3. Montrer que, pour tout entier naturel n pair non nul,
u, est divisible par 4.
On note E I'ensemble des nombres premiers qui divisent
au moins un terme de la suite (u,).
4. Les entiers 2, 3, 5 et 7 appartiennent-ils a I'ensemble E ?
5. Soit p un nombre premier strictement supérieur a 3.
a) Montrer que: 6 x 2P2 =3 (p) et 6 x 32 =2 (p).
b) En déduire que 6u, ,=0 (p).
6. Le nombre p appartient-il a 'ensemble (E) ?

On considere la suite (u,) d’entiers naturels définie
par:u,=1et, pour tout entier naturel n,u, ., = 10u, +21.
1. Calculeru,, u, et u,.

2.a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier natu-
reln:

n+1

3u =10""-7

b) En déduire, pour tout entier naturel n, l'écriture décimale
deu,.
3. Montrer que u, est un nombre premier.
4. On se propose maintenant d'étudier la divisibilité des
termes de la suite (u,) par certains nombres premiers.
Démontrer que, pour tout entier naturel n, u_ n'est divisible
ni par 2, ni par 3, ni par 5.
5. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n :

3u,=4-(-1)n(11).
b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, n'est pas
divisible par 11.
6.a) Démontrer I'égalité : 10 = 1 (17).
b) En déduire que, pour tout entier naturel k, u
divisible par 17.

m 1. Calculer:
a) (1+/6)%

b) (1++/6)*;
o (1+/6).

d) Décomposer en produit de facteurs premiers le nombre
847 et 342. Que peut-on en déduire ?

2.Soit n un entier naturel non nul.On note a_ et b, les entiers
naturels tels que :

(1+v6)" =a, +b,6 -

a) Que valent a, et b, ? D'apres la question 1. a) donner
d'autres valeursdea, etb,.

b) Calculera,, etb,  enfonctiondea, etb .

c) Démontrer que, si 5 ne divise pasa, +b,, alors 5 ne divise
pasnonplusa . etb .

En déduire que, quel que soitn € N, 5 nedivise pasa, +b .
d) Démontrer que, sia, etb, sont premiers entre eux, alors
a,,,etb . sontpremiersentre eux.

En déduire que, quel que soitn €N, a_etb, sont premiers
entre eux.

16+ 8 est

d'entrainement

..................................................

m On désigne par p un nombre entier premier supérieur
ou égal a 7. Le but de I'exercice est de démontrer que lI'en-
tier naturel n = p* - 1 est divisible par 240, puis d’appliquer
ce résultat.

1. Montrer que p est congrua—1oua 1 modulo 3.

En déduire que n est divisible par 3.

2. En remarquant que p est impair, prouver qu'il existe un
entier naturel k tel que p? - 1 = 4k(k + 1), puis que n est
divisible par 16.

3. En considérant tous les restes possibles dans la division
euclidienne de p par 5, démontrer que 5 divise n.

4. a) Soit a, b et c trois entiers naturels. Démontrer que sia
et b divise ¢, avec a et b premiers entre eux, alors ab divise c.
b) Déduire de ce qui précéde que 240 divise n.

5. Existe-t-il quinze nombres premiers p,, p,, ..., p,5 SUpé-
rieurs ou égaux a 7 tels que l'entier A= p}' + p; +..+p,3
soit un nombre premier ?

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on
pose A(n) = n* + 1. Lobjet de l'exercice est I'étude des
diviseurs premiers de A(n).

1. a) Etudier la parité de I'entier A(n).

b) Montrer que, quel que soit I'entier n, A(n) n'est pas un
multiple de 3.

c) Montrer que tout entier d diviseur de A(n) est premier
avecn.

d) Montrer que, pour tout entier d diviseur de A(n) :

n®=1(d).

2. Soit d un diviseur de A(n). On note s le plus petit des
entiers naturels non nuls k tels que n* = 1 (d).

a) Soit k un tel entier. En utilisant la division euclidienne
de k par s, montrer que s divise k.

b) En déduire que s est un diviseur de 8.

c) Montrer que si, de plus, d est premier, alors s est un
diviseurde d - 1.

3. Recherche des diviseurs premiers de A(n) dans le cas
ou n est un entier pair. Soit p un diviseur premier de A(n).
En examinant successivement lescass=1,s=2 puiss =4,
conclure que p est congru a 1 modulo 8.

4. On donne la liste des nombres premiers congrus a 1
modulo 8:17,41,73,89,97,113,137 ...

Appliquer ce qui précede a la recherche des diviseurs
premiers de A(12).

Soit n un entier relatif et A le nombre défini par :
A=n*-12n>+16.

1. En remarquant que A =n* - 8n? + 16 - 4n?, factoriser A.

2. Montrer que si n est pair alors, A nest pas premier.

3. On suppose que n est impair. On pose alors n = 2k + 1

aveck € 7.

a) Montrer que : A = (4k? + 8k - 1)(4k? - 5).

b) En déduire les valeurs de n pour lesquelles A est nombre

premier.

5 <« Nombres premiers
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d'entrainement

m Soit les définitions des « nombres croisés » suivant.
Horizontalement :

A. C'est un carré parfait.

B. Un nombre premier dont le produit de ses chiffres est
63 et sasomme 17.

C. Le produit de ses chiffres est 1.

D. Les chiffres de ce nombre, dans l'ordre, sont consécutifs.
E. Un multiple de 11. La somme de ses chiffres est supérieure
de 1 aleur produit.

Verticalement :

a. C'est un cube parfait dont le produit de ses chiffres est 90.
b. Les chiffres, dans l'ordre, sont impairs consécutifs.

c. Un carré parfait, le produit de ses chiffres est 36.

d. Son premier chiffre et son dernier abcde
chiffre sontidentiques, le produitdeses
chiffres est 105. B
e. La somme des chiffres est 7 et leur
produit 6. Un multiple de 12. D

E

D'apres Jeux et stratégie n°14.

.................................................

m On suppose que 250 507 n'est pas premier.
On se propose de chercher des couples d'entiers naturels
(a; b) vérifiant la relation :

(E) : @®>-250507 = b2
1. Soit n un entier naturel.
a) A l'aide d’un tableau de congruence donner les restes
possibles de n> modulo 9.
b) Sachant que (E) est vérifiée, déterminer les restes
possibles modulo 9 de a? - 250 507.
c) Montrer que les restes possibles modulo 9 de a sont 1 et 8.
2. Vérifier que si le couple (a; b) vérifie (E), alors a > 501.
3. 0n suppose que le couple (a; b) vérifie (E).
a) Démontrer que a est congru a 503 ou a 505 modulo 9.
b) Déterminer le plus petit entier naturel k tel que
(505 + 9k ; b) soit solution de (E), puis donner le couple
solution correspondant.
4. a) Déduire de la question 3. une écriture de 250 507 en
un produit deux facteurs.
b) Cette écriture est-elle unique ?

Travailler l'oral

Le probléeme de la cuve

La cuve est a peu pres cubique. Sa base est carrée. Les
dimensions de la cuve sont des nombres entiers de déci-
meétres et son volume est égal a 1450 litres a 2 litres pres.
Quelles sont les dimensions de la cuve ?

On expliquera la procédure suivie et I'on justifiera le
choix retenu.

m On se propose de rechercher des nombres N dont la
décomposition est N=p, x p, X p, ou p,, p,, p, sont

trois nombres premiers tels que p, +p, =p,.

Par exemple :286 =2 x 11 x 13 est un tel nombre.

1. Montrer que nécessairement p, = 2.

2.0n suppose que 680 <N < 1 920.

Déterminer p, puis déduire N.

3.0n suppose que 6 X 10* <N < 8x 10%

Donner les valeurs possibles pour p, et en déduire les valeurs
de N correspondantes.

l‘ @I[E)G_bmmjia Les nombres premiers de 100 a 200 sont :
101 103 107 109 113 127 131 137 139 149
151157163 167 173179181 191 193 197 199.

.................................................

m 1.0n suppose que a, b € N et que a? - b? est un
nombre premier.

Quelle relation existe-t-il entreaet b ?

2. Montrer que 401 est premiers puis résoudre dans N?
I'équation :

=2 =401,

m Le but de cet exercice est de trouver tous les entiers
relatifs x solutions de :
(B):x2+x-2=0(13).
1. Trouver une solution particuliere o de (E).
2.0n pose X = x - o, trouver alors toutes les solutions de (E).

Le but de cet exercice est de trouver tous les entiers
relatifs x solutions de
(E):x*-2x+2=0(17)
1. Montrer que o, = 5 est une solution de (E).
2.0n pose X =x-a, trouver alors toutes les solutions de (E).

m 1. Montrer que pour tous réels x et y,on a:
B-pP=(x- N0 +xy+92).
2. Résoudre alors dans N? I'équation :

B-p=127.

m 1. Décomposer en produit de facteurs premiers 8 633.
2. Résoudre dans N?, I'équation :
x?-4y?=8633.

-~
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m Nombres de Mersenne

Les nombres de la forme 2" - 1 ol n € N* sont appelés
nombres de Mersenne.

On s'intéresse au nombre de Mersenne : 233 - 1.

1. Un éleve utilise sa calculatrice et obtient les résultats
suivants :

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD HMP n
(2*-1).3

................................ 2863311530
(2**-1) 4

................................ 2147483648
(2**-1)12

.............................. 715827882.6.

Il affirme alors que 3 et 4 divise 233 — 1 mais pas 12.

a) En quoi cette affirmation contredit-elle le corollaire du
théoréme de Gauss ?

b) Montrer que 4 ne divise pas 233 - 1.

c) En remarquant que 2 = - 1 (3), montrer que 3 ne divise
pas 233 -1,

2.a) Calculerlasomme:S=1+23+(23)2+ (233 +... + (29)'°.
b) En déduire que 7 divise 233 - 1.

EE] Nombres
de Poulet Histoire des Maths
Soit n € N¥, un entier impair tel que :

21 £ 1 (n).
1. Montrer que n n'est pas premier.
2. Quel est le reste de 23%° dans la division par 341 ?
Que cela signifie-t-il par rapport au petit théoreme de
Fermat ?
Un nombre comme 341 est appelé nombre de Poulet.

Paul Poulet est un mathématicien belge né en 1887
et mort en 1946.

Autodidacte, il apporta une contribution importante
a la théorie des nombres.

Il est notamment connu pour avoir exhibé des
nombres quasi premiers.

3. Parmi les nombres entiers inférieurs a 25 milliards,
1091 987 405 sont premiers et seulement 21 853 sont des
nombres de Poulet (donc non premier).

On prend un nombre n au hasard parmi les entiers inférieurs
a 25 milliards et I'on décide de déclarer, aprés avoir calculé
2™ "modulon:

e si 2™ % 1 (n), « n n'est pas premier »,

i 21 = 1 (n), « n est premier ».

a) Quelle est la probabilité d'énoncer un résultat faux ?

b) Quelle est la probabilité que le nombre soit premier
sachant qu'il a été annoncé comme tel ?

Triplets pythagoriciens

On appelle triplet pythagoricien, noté TP, un triplet
dentiers naturels non nuls (x; y; 2) tels que : x* + y* = 22
Ainsi (3;4;5) estunTP car 32 + 42 =52,
A » Généralités
1. Démontrer que, si (x; y; z) est un TP et p un entier naturel
non nul, alors (px; py ; pz) est lui aussi un TP.
2. Démontrer que, si (x; y; 2) est un TP, alors x, y et z ne
peuvent pas étre tous les trois impairs.
3. On admet que tout n € N* peut s‘écrire d'une facon
unique sous la forme du produit d'une puissance de 2 par
un entier impair :

n=2%xkoua, k€N etkimpair.
Par exemple:9=2x9et 120 =23x 15.
a) Donner I'écriture en puissance de 2 de 192.
b) Soit x et z deux entiers naturels non nuls, tels que
x=2"xketz=26xm.
Ecrire en puissance de 2 des entiers 2x? et 22,
c) En examinant l'exposant de 2 dans la décomposition
de 2x? et 22, montrer qu'il n'existe pas de couple d'entiers
naturels non nuls (x; 2) tels que 2x? = z2.
d) En déduire que un TP est formé de trois entiers naturels
x, ), z deux a deux distincts.

B » Recherche d’un TP contenant 2 015
Tout TP (x; y; 2), est rangé dans l'ordre suivant :
x<y<z
1. Décomposer 2 015 en produit de facteurs premier puis,
en utilisant le TP(3 ; 4 ; 5), déterminer un TP de la forme
(x;y;2015).
2.0n admet que, pour tout entier naturel n :
2n+ 124 (2n%2+2n)2=(2n%+2n + 1)2

Déterminer un TP de la forme (2015 ; y; 2).
3. a) En remarquant que 4032 = 169 x 961, déterminer un
couple d’entiers non nuls (x; z) tel que :

Z2 - x% = 4032 avec x < 403.
b) En déduire un TP de la forme (x; 2015 ; 2).

BTG Ecriture décimale

Soit E I'ensemble des entiers naturels écrits, en base 10, sous
la forme abba ou a est un chiffre supérieur ou égala 2 et b
est un chiffre quelconque.

Exemples:2002,3773,9119.

On cherche le nombre déléments de E ayant 11 comme
plus petit facteur premier.

1.a) Décomposer 1 001 en produit de facteurs premiers.
b) Montrer que tout élément de E est divisible par 11.
2.a) Quel est le nombre déléments de E ?

b) Quel est le nombre d'éléments de E qui ne sont ni divi-
sibles par 2 nipar5? L

3. Soit n un élément de E sécrivant sous la forme abba.

a) Montrer que : « n est divisible par 3 » équivauta «a+b
est divisible par 3 ».

b) Montrer que : « n est divisible par 7 » équivaut a « b est
divisible par 7 ».

4. Déduire des questions précédentes le nombre d’éléments
de E qui admettent 11 comme plus petit facteur premier.

5 <« Nombres premiers
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Fonctions modulo 227

1. Soit I'¢quation (E) : 109x-226y=1.

ou x et y sont des entiers relatifs.

a) Déterminer PGCD(109, 226).

Que peut-on en conclure pour I'équation (E) ?

b) Montrer que I'ensemble solutions de (E) est I'ensemble
des couples de la forme :

141 + 226k, 68 + 109k, ou k € Z.

c) En déduire qu'il existe un unique couple (d; e) d'entiers
naturels non nuls tel que :

d<226et109d =1 + 226e.

Donner les valeurs des entiers d et e.

2. Démontrer que 227 est un nombre premier.

3.0n note A I'ensemble des 227 entiers naturels a tels que
a=< 226.

On définit deux fonctions f et g de A dans A telles que, a
toutentiera€ A:

e fassocie le reste de la division euclidienne de a'% par 227,
e g associe le reste de la division euclidienne de a'*' par 227.
a) Vérifier que g[f(0)] = 0.

b) Montrer que, quel que pour tout a € A non nul :
a?? =1(227).

c) En utilisant 1. b), déduire que, pour tout a € A non nul,
glf(al=a.

d) Que peut-on dire de f[g(a)] ?

Comment sont fet g I'une par rapport a l'autre ?

ETGEN Conjecture de Goldbach

Soit la fonction F définie sur N* qui vérifie les propriétés
suivantes.

e F(a x b) = F(a) x F(b) si PGCD(a, b) =1.

* F(p + q) = F(p) + F(q) si p et g premiers.

1. Justifier que F(6) = F(2) X F(3) et F(6) = 2F (3).

En déduire F(2).

2. a) Déterminer F(4).

b) En utilisant plusieurs fois la 2¢ propriété, montrer que
F(12) = 2F(3) + 6.

c) Justifier que F(12) = 4F(3).

d) En déduire F(3).

3. Montrer que F(n) =npour1<n=<17.

4. a) Décomposer 2006 en produit de facteurs premiers.
b) Justifier que F(59) = F(66) — 7. En déduire que F(59) = 59.
c) Déterminer F(2006).

(CRemarque

Les calculs précédents incitent a penser que pour tout entier
naturel non nul, F(n) = n. Mais cela reste une conjecture.

Pour démontrer cette conjecture, il faudrait que I'hypothése de
Goldbach soit vraie : « Tous les entiers pairs supérieurs ou égaux
a4 sont la somme de deux nombres premiers. »

ET™ Décompositions de 40
A » 1. Donner deux nombres premiers x, etytelsque:
40=x+}.
2. Soit I'¢quation 20x + 19y =40, ou x, y € Z.
Résoudre cette équation.
3. On veut savoir si 40, peut sécrire comme différence de
deux carrés, soit savoir si Iéquation x? - y* = 40, admet des
couples solutions dans N2,
a) Donner la décomposition de 40 en produit de facteurs
premiers.
b) Montrer que, si x et y désignent des entiers naturels, les
nombres (x - y) et (x + ) ont la méme parité.
) Déterminer toutes les solutions de I'équation x? - y? =40
oux,y € N.
B » Certains nombres entiers peuvent se décomposer
en somme ou différence de cubes d'entiers naturels.
Par exemple :
13= 43+73473-93-23
13=-13-13-13423+23
13= 1P+72+103-113
Dans tout ce qui suit, on écrira pour simplifier « sommes »
ala place de « somme ou différence ».
Les deux premiers exemples montrent que 13 peut se
décomposer en « somme » de 5 cubes.
Le troisieme exemple montre que 13 peut se décomposer
en « somme » de 4 cubes.
1. a) En utilisant 13 = 13 + 73 + 103 - 113, donner une
décomposition de 40 en « somme » de 5 cubes.
b) On admet que pour tout entier naturelnona:
6n=(Mn+13+((n-1)7>-n-n
En déduire une décomposition de 48 en « somme » de 4
cubes, puis une décomposition de 40 en « somme » de 5
cubes, différente de celle donnée en 1. a)
2. Le nombre 40 est une « somme » de 4 cubes :
40=43-23-23-23
On veut savoir si 40 peut étre décomposé en « somme »
de 3 cubes.
a) Recopier et compléter sans justifier :

n=..9 |0 1 |2|3]4|5|6|7]|8

n3

..(9)

b) En déduire que, pour toutn € N, n® est congrua o, 1,
ou -1 modulo 9.
Prouver alors que 40 ne peut pas étre décomposé en
«somme » de 3 cubes.

D’aprés Bac Pondichéry 2019
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29,31,37,41,43,47.
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Nombres premiers

* Un nombre premier p est un entier naturel qui admet exactement 2 diviseurs : 1 et lui-méme.
e Il est bon de mémoriser les quinze premiers de ces nombres: 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,

Preparer le BAC RIE

~

¢ |l'y existe une infinité de nombre premiers.

(On peut le démontrer par I'absurde en supposant un nombre fini de nombres premiers).

J

Test de primalité
¥ ou critére d'arrét
—

e Tout entier naturel n = 2 admet un
diviseur premier

Si n n’est pas premier alors, il admet
un diviseur premier p tel que:
2<p=<+n.

e Pour montrer qu'un nombre est
premier, on utilise la contraposée :

Si n n"admet pas de diviseur premier
p=<+/n, alors n est premier.

L B ) ( )
DBO[A[O[F D] 5[5 ]9
M| n]r|w]|a)] s 20
Crible d'Eratosthéne 21|20 24]25 ]2 |2 |2 e
GD |32 (33|34 |3 [36]|6)|38[39]4
Pour obtenir une liste de nombres 4 M| 45| % 48 | 49 | 50
premiers inférieurs a un entier n donné, 51 | 52 (69| 54 | 55 [ 56| 57 | 58 60
on procéde par élimination des [~ 62 | 63 | 64 | 65 | 66 68 | 69 | 70
multiples stricts, par ordre croissant des N2 || #|»n|w]|7]| s 80
nombres sur la liste des entiers de 2 a n. 81 | 82 84 [ 85 [ 86 | 87 | 88 90
Les entiers restants sont alors premiers. N2 [B|M4]|9%]% 98 | 99 | 160
. J \_ )

Théoréme fondamental
de l'arithmétique

Tout entier naturel n = 2 peut se
décomposer de facon unique en produit
de facteurs premiers :

n=p xp," X...xpC

l Petit théoréme de Fermat

Théoréme de Gauss appliqué
aux nombres premiers

¢ Si p premier divise ab alors p divise a ou b.

¢ Sipdivise un produit de facteurs premiers alors
p est I'un d’entre d'eux.

( N
¢ Tout diviseur d de n = 2 admet la décomposition :
d=pl xpfix.xpb aveco<B <o,
e Le nombre N de diviseurs de n vaut :

N=(o, +1) (o, +1)... (0, + 1)
. J

» Soit un nombre premier p et un naturel a non multiple de p alors: a?~' = 1 (p).

¢ Si a est un entier naturel quelconque, on a:a” = a (p).

5 < Nombres premiers
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Preparer le BAC @LEREE

| Je dois étre capable de... )

P> Déterminer si un nombre est premier

P> Utiliser le théoréme de Gauss appliqué aux nombres premiers
P Décomposer un nombre en produit de facteurs premiers

P Trouver tous les diviseurs d’un entier

P Appliquer le petit théoréme de Fermat

P Déterminer un entier conditionné
par le nombre de ses diviseurs

P Travailler modulo p avec p premier

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonnes réponse(s).

(A

Lequel parmi ces nombres n'est pas

| Parcours d’'exercices ]

i

Mg
B

1,2,39,40

Y
5

3,4,47,48

3
g

5,6,51,52

d

&
R A AR

10, 11,60, 61

Y
5

B

12,13, 66, 67

3
s

o)

14, 15,73, 74

3
g

Mg,
~)

21, 22, 80, 81

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-e05-07

o

(8]

227 379 221 131
premier ?
Pour établir la liste des nombres
premiers inférieurs ou égaux a 4 000 a l'aide 61 67 100 4000
du crible d’Eratosthene, on raye
les multiples des nombres premiers jusqu’a :
Le plus petit entier possédant 27 30 24 18
8 diviseurs est :
R pour

On considere le nombre . L pouraucune  les 4 premiéres = . )
N=n+(n+2)+n(n+2) avecn € N, si n est impair. valeur de n. valeurs si n est premier.
Le nombre N est premier : impaires de n.
p premier supérieur a 2 différent di\zgilglzupgrp L?SIJSE{Z parfois divisible ' jamais divisible
Lentier N = 7°-1 — 1 est : mais pas par 2p. par 2p. par 2p. parp.
Lesentiersnet(n +2) sont n=2(3) n=1(3) n=2(6) n?-1=0/(6)
premiers et n > 3. On peut avoir :
Soitx, y € N. possede posséde n'a pas possede
Le svstéme x? - y>=5440 uncouple | quatre couples de couple deux couples

y PGCD(x, y)=8 solution. solutions. solution. solutions.
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Critere d’arrét

Déterminer a l'aide du critére d’arrét si les nombres
suivants sont premiers ou non.

a) 157

b) 243

<) 427

d) 509 -
e)671. #0137

Décomposition
Décomposer en produit de facteurs premiers 5 940 et
27 720.

ohode
Combien ont-ils de diviseurs ? |

Mp 11

Trouver un entier
1. Donner la décomposition en facteurs premiers de 2 016.
2. Déterminer, en expliquant la méthode choisie, la plus
petite valeur de 'entier naturel k pour

.,;}‘X\Ode
laquelle k° est un multiple de 2 016. N p. 141
PGCD Démo

Montrer qu'un nombre p est un nombre premier si, et
seulement si, p est premier avec chacun 4,
des entiers 2,3,4, ..., p-1. A p. 137

Nombre de diviseurs (1)
Un nombre n s'écrit 2% 38,

Le nombre de diviseurs de 36n est le triple du nombre
de diviseurs de n

Déterminer les valeurs de n possibles.

J5ode

s 6 PRI

Nombre de diviseurs (2)
1. Décomposer 2 268 en produit de facteurs premiers.
En déduire les nombres de diviseurs de 2 268.

2. Déterminer les entiers naturels a et b avec a < b tels
que ab = 2 268 et ayant exactement
six diviseurs communs.

Logique

Pour chacune des propositions suivantes, en justifiant,
préciser si elle est vraie ou fausse puis énoncer sa
réciproque en indiquant la véracité de celle-ci.
Proposition 1 Si n divise a?, alors n divise a.
Proposition 2 Si n est premier, alors n est impair.
Proposition 3 Si p et g sont deux nombres premiers
distincts, alors p et g sont premiers entre eux.
Proposition 4 Si p premier divise le produit ab, alors p
divise a ou p divise b.

5. Proposition 5 p est un nombre premier Sia = p (p),

alors a est premier. o5ode svode
‘A ‘A

J5ode

s 6 PRI

p. 137

Autour de Fermat

1. Soit p un nombre premier impair.
a) Montrer qu'il existe un entier naturel k, non nul,
tel que 2k=1 (p).

b) Soit k un entier naturel non nul tel que 2 =1 (p) et
soit n un entier naturel.

Montrer que, si k divise n, alors 2" = 1 (p).

¢) Soit b tel que 2° = 1 (p), b étant le plus petit entier non
nul vérifiant cette propriété.

Montrer, en utilisant la division euclidienne de n par b,
que si 2" =1 (p), alors b divise n.

2. Soit g un nombre premier impair et le nombre
A=29-1.

On prend pour p un facteur premier de A.

a) Justifier que : 29 =1 (p).

b) Montrer que p est impair.

¢) Soit b tel que 2° = 1 (p), b étant le plus petit entier non
nul vérifiant cette propriété.

Montrer, en utilisant 1. que b divise g. En déduire que
b=gq.

d) Montrer que g divise (p - 1), puis montrer que p = 1 (2q).
3.S0itA =2 -1.

Voici la liste des nombres premiers inférieurs a 400 et
qui sont de la forme 34 m + 1, avec m entier non nul :
103, 137,239, 307.

En déduire que A, est premier.

2yode

s 5 PRI

Résolution d’'équations

1. Résoudre I'équation dans N?:

K-pyP=11.
2. D’une fagon plus générale, soit p un nombre premier.
Résoudre I'équation dans N2 :

X -y =p.

Coordonnées entiéres des points
d’un plan de l'espace

1. a) Soit p un entier naturel.

Montrer qu'un seul des trois nombres p, (p + 10) et (p + 20)
est divisible par 3.

b) Les entiers naturels g, b et ¢ sont dans cet ordre les trois
premiers termes d’une suite arithmétique de raison 10.
Déterminer ces trois nombres sachant qu'ils sont premiers.
2. Soit E 'ensemble des triplets d'entiers relatifs (u; v; w)
tels que:

3u+13v+23w=0.

a) Montrer que pour un tel triplet v = w (3).

b) On pose v=3k+retw=3k" +rouk, k' et rsont des

entiers relatifset 0 < r < 2.

Montrer que les éléments de E sont de la forme :
(=13k-23k"—12r,3k +r,3k" +71).

Jhode

#0137

5« Nombres premiers
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vers le supérieur

Nombres premiers Démo

Pour n € N¥, on note p, le n-ieme nombre premier :
p,=2,p,=3, ...

Montrer que pour tout entiern=2:

Doy <Py XPyX ... Xp,.

PGCD

Trouver le PGCD de (337 - 3) et de 1 221.
E*3] Autre démonstration du petit Démo
théoreme de Fermat

1. Soit p un entier tel que p = 2.

Montrer que pour toutkavec 1 <k <p-1:

k x Pl p X p-l
k k-1
Dans la suite p est un nombre premier.

2. Montrer que p divise (Z] pourl<k<p-1.

3. A l'aide de la formule du binéme, déduire que pour a
et b entiers :
(a+ by =a°+0bP(p).
4. Démontrer par récurrence que :
pour tout n € N*, n? = n (p)
et retrouver ainsi le théoreme de Fermat.

EE3 Nombres premiers
de Sophie Germain
1. Un nombre premier p de Sophie Germain
est tel que p et 2p + 1 sont premiers.
e Le nombre 2p + 1 est alors appelé nombre
premier sQr.
eUnesuite (p,2p+1,22p+1)+1,...)de
nombres premiers de Sophie Germain est appelée une
chaine de Cunningham.
a) Déterminer les nombres premiers de Sophie Germain
inférieurs a 100.
b) Démontrer que 239 est un nombre premier de Sophie
Germain et que 227 est un nombre premier sar.
c) Déterminer une chaine de Cunnigham de 5 termes.
2. a) Montrer que, pour tout entier, on a I'égalité dite de
«Sophie Germain »:

n*+4m* = (n? + 2m? + 2mn)(n? + 2m? - 2mn).
b) n est un entier naturel, pour quelle(s) valeur(s) de n,
n*+ 4 est-il premier ?
c) Démontrer que 4% + 5454 n'est pas premier.
3. Factoriser n*+n? + 1.
Pour quelle(s) valeur(s) de n, n* + n? + 1 est-il premier ?

Sophie
Germain

Déterminer un nombre

Un professeur de mathématiques donne Iénoncé suivant :
« Déterminer un entier naturel n ayant 9 diviseurs s‘écrivant
sous la forme n=39p + 1 ol p est un nombre premier. »
En analysant I'ensemble des cas possible donner toutes
les valeurs possibles de I'entier n.

EEX) Probléme de lampes

On considére 1 000 lampes numérotées de 1 a 1 000 qui
peuvent étre allumées ou éteintes. Une lampe change d’état
lorsqu'elle passe d'éteinte a allumée et réciproquement.
Au départ toutes les lampes sont éteintes et I'on effectue
les 1 000 étapes suivantes.

Etape 1 On allume toutes les lampes.

Etape 2 Seules les lampes ou le numéro est multiple de 2
changent détat.

Etape 3 Seules les lampes ot le numéro est multiple de 3
changent détat.

Ainsi de suite jusqu'a:

Etape 1 000 Seules les lampes ou le numéro est multiple
de 1 000 changent d'état.

Quels sont les numéros des lampes qui sont allumées apres
ces 1000 étapes ?

EEX] L'age du capitaine

Le capitaine dit a son fils :

« La cabine n°® 1 abrite M. Dupont et ses deux filles. Le pro-
duit de leurs trois ages est 2 450 et la somme de leurs trois
ages est égale a 4 fois le tien. Peux-tu trouver les ages des
trois passagers ? »

Aprés un instant, le fils répond : « Non, il me manque
une donnée. »

Le capitaine ajoute alors : « Je suis plus agé que M. Dupont. »
Le fils du capitaine en déduit alors les trois réponses.

Quel est I'dage du capitaine ? de son fils ? de M. Dupont ?
des deux filles ?

EED] Le théoréme de Wilson Démo
Soit un nombre premier p > 3 et I'ensemble des naturels
A=[2;p-2].

1. Montrer que pour tout x € A, p ne divise pas x> - 1.
2.a) Soit x € A, montrer qu'il existe u € Z tel que:xu =1 (p).
b) En déduire I'existence d'un unique entier r € A distinct
de x tel que xr =1 (p).

c) Etablirque: 2 x 3 x ... x (p-2) = 1 (p) puis que
(p-1'=-1(p).

3. Ce résultat est-il encore vraipourp=2etp=37?

4. Réciproguement, soit p un entier (p = 2) tel que :
p-1=-1(p).

En raisonnant par I'absurde, montrer que p est premier.

5. En déduire le théoreme de Wilson : « Un entier naturel n
est premier si, et seulement si, (n - 1) ! + 1 est divisible par n ».
6. Application : montrer que 13 est premier a l'aide du
théoréme de Wilson.

Ce théoréme est-il judicieux comme test de primalité ?



m Ristournes

Un magasin informatique effectue trois remises successives
sur un ordinateur qui coGtait 300 € et qu'il vend alors
222,87 €.

Quels sont les pourcentages des trois remises sachant
qu'elles s'expriment avec des nombres entiers ?

EEH Tableau infini

On considere le tableau composé d’une infinité de lignes :
L,L,...L,...oulaligne L, est formée des termes de la
suite arithmétique de premier terme k(k + 1) et de raison
k+(k+1).

L 2 5 8 1 14
L 6 11 16 21 26
I, 12 19 26 33 40

Soit n un entier naturel non nul.

1. Montrer que n est dans le tableau si, et seulement si,

il existe k € N* et N € N tels que :
n=02k+1)N+k(k+1).

2. En déduire que (4n + 1) est premier si, et seulement si,

n n'est pas dans le tableau.

133 | Décomposition d’'un nombre

de 17 chiffres

Le nombre 333 667 est un nombre premier.

1. Décomposer 1001 001 en produit de facteurs premiers.

2.a) Calculer 112,111%,11112,

b) Conjecturer la valeurde 111 111 1112,

c) Démontrer cette conjecture.

3. Décomposer en produit de facteurs premiers, I'entier :
A=12345678987 654 321.

vers le supérieur

Nombre de Mersenne divisible par 343
1. Vérifier que (22" — 1) est divisible par 49.

2.5oitxeN et A=(1+x)7-(1-7x).

Montrer que le nombre A est divisible par x2.

3. En déduire que (2'¥ - 1) est divisible par 343.

EEH Décomposition impossible
1. On suppose qu'il existe des entiers naturels non nuls m
et ntels que:
(4m +3)(4n + 3) =4a* + 1.
a) Soit p un nombre premier divisant (4m + 3).
Montrer que p est impair et que : :
p-

(2a)P'=(-1) 2 (p).

b) A I'aide du théoréme de Fermat, montrer que p = 1 (4).
) En utilisant la décomposition de (4m + 3) en produit de
facteurs premiers, obtenir une contradiction.

2. Soit a = 1. Montrer que le nombre 4a? + 1 n'est pas
premier si, et seulement si, il existe des entiers naturels m
et n non nuls tels que :

402+ 1=4m+1)4n+1).

E3Le compte est bon
Combien faut-il de fleches pour faire un score de 100 points
sur la cible ?

17
24

Nombres de Carmichaél

Un nombre de Carmichaél est un entier n non
premier qui vérifie la propriété suivante :

« Pour tout entier a premier avec n, I'entier n
est un diviseur de (a" - a). »

1. a) Soit n = 561. Décomposer n en produit carmichaél
de facteurs premiers.

b) Vérifier que pour tout facteur premier p de

n, (p-1)divise (n—1).

c) En déduire que pour tout entier a premier avecn,ona:
a™ ' =1 (n) et que n est un nombre de Carmichaél.

2. Reprendre les mémes questions avec n =1 105.

3. En quoi ces deux exemples montrent que la réciproque
du petit théoreme de Fermat n'est pas vérifiée ?

5 < Nombres premiers
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Travaux pratiques

£50% min St
- Tl.CE — S —— Raisonner ™\
n Nombres generant des nombres premiers
A » Les nombres de Mersenne
On appelle nombre de Mersenne, les nombres M, de la forme :
M, =2"-1avecn € N*
1. Calculer les six premiers nombres de Mersenne.
Quels sont ceux qui sont premiers ?
2. Soit n un entier naturel non nul et a un entier.
a) Montrer la factorisation standard :
a-1=(@-Na@ '+a"2+...+a+1).
b) En déduire que si d est un diviseur de n, M, est divisible par 29— 1.
3. Montrer que si M, est premier alors n est premier.
La réciproque est-elle vraie ?
Dans le cas o la réponse est négative, déterminer un contre-exemple.
4. Soit a et n deux entiers telsque:a=2etn= 2.
Montrer que si a" — 1 est premier, alors a = 2 et n est premier.
5. Dans le but de déterminer un nombre de Mersenne premier, on veut montrer que
si n est un nombre premier impair, alors tout diviseur premier p de M, est de la forme p = 2kn + 1.
Soit E I'ensemble des nombres s tels que 2° =1 (p).
Soit s, son plus petit élément.
a) On divise un élément s de E par s, :
s=s,g+ravecO=r<s,
Montrer que r=0.
b) En déduire que s, divise n puis que s, = n.
) A l'aide du petit théoréme de Fermat, montrer que n divise p - 1 puis que 2n divise p - 1.
En déduire la forme du diviseur premier p de M, .
d) Application : trouver un diviseur premier a M,.
(CRemarque
Le fait que les nombres de Mersenne génerent des nombres premiers est utile pour en déterminer de plus grands,
cependant on doit tester avec n premier si M est premier.
Le plus grand nombre premier connu en 2018 était Mg, .5 -, qui posséde plus de 24 millions de chiffres !
B » Les nombres de Fermat
1. a) Montrer que pour tout x € N et k € N*:
KT =+ D =T+ L+ —x+1).
b) Montrer que si m est impair alors, 2™ + 1 n'est pas premier.
c) Montrer que si m est un entier possédant un diviseur strict impair alors, 2™ + 1 est composé.
d) En déduire que les seuls nombres premiers de la forme 2™ + 1 sont de la forme 22" +1.
2. On appelle nombre de Fermat, un nombre noté F,_ tel que:
F =2* +Tavecn € N.
a) Calculer Fo FFy Fy et vérifier qu'ils sont tous premiers.
b) Fermat pensait que F; était également premier.
Qu’en pensez vous ?
On pourra utiliser un algorithme donnant la primalité d’'un nombre.
3. Vérifier que pour toutn € N :
F.,=(F -1)2+1.
En déduire PGCD(F,, F, ;)
4. Montrer par récurrence que tout nombre de Fermat pour n = 2 a une écriture décimale se terminant par 7.
J

-
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B Le systeme RSA Modéliser

Le nom du systéme de cryptage RSA provient des initiales des noms de ses inventeurs américains en 1977 : Ronald
Rivest (informaticien), Adi Shamir (informaticien) et Leaonard Adleman (mathématicien).

A » Arithmétique du systéme RSA

Soit p et g deux nombres premiers impairs distincts.

Onposen=pgetm=(p-1)(g-1)eton désigne par e un entier tel que: 1 < e < m avec e et m premier entre eux.
1. Montrer qu'il existe un entier d unique telque: 1 <d<meted=1(m).

2. Prouver que pour tout a € N, a® = a (n).

3.0n choisitp=3,g=11ete=7.Calculerd

B » Envoi d’'un message

Alice veut transmettre un message a Bob.

Pour cela Bob diffuse a tout le monde (donc a Alice) les nombres n et ¢ (clé publique).

[l garde pour lui les nombres p et g (clé privé) qui lui permettent de calculer d et déchiffrer un message.
Bob rend publique:n=33ete=7.

Alice veut transmettre a Bob le mot : SALUT.

Alice transforme les 5 lettres a I'aide du tableau :

A B © D E F G H | J K L M

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

N o P Q R S T U Vv w X Y zZ

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Alice code ensuite ces nombres avec la fonction « trappe » de Bob : b = fB(a) = ag® (n).
Ainsi pour la lettre S : a,=18- 187 = 6 (33), on obtient alors b1 =6.

1. Rentrer cette fonction en Python !r’ puis vérifier qu'Alice envoie a Bob les nombres suivants :
06-00-11-26-13.

2. Bob décode alors ces nombres avec sa fonction « trappe inverse » : a = f,”'(b) = b? (n)

Expliquer pourquoi cette fonction inverse permet de déchiffrer le message d’Alice.

3.Laclé privéedeBobestp=3etg=11.

Il recoit un deuxieme message d'Alice avec les nombres:14-20-08-12-02-09-00-01-11-16.

Rentrer la fonction inverse en Python " puis décoder le message d’Alice.

C » Authentification

Le but de cette partie est de montrer comment Bob peut étre sir de recevoir un message d'Alice.

Alice dispose également d'une clé publique (fonction trappe f,) et d’une clé privée (fonction trappe inverse f,”").
Alice envoie a Bob un message contenant :

e ce qu'elle a a lui dire,

e une double signature : A, fA‘T(A).

Comment Bob peut-il s'assurer que le message vient bien d'Alice ?

(CRemarque

La clé publique (n, e) permet donc a « tout public » de transmettre un message a Bob. La clé personnelle (p, g) n'est connue
que de Bob et lui permet d’étre le seul a pouvoir déchiffrer le message en calculant d.

La sécurité du systéme réside dans la construction de nombre premier p et g trés grands (300 chiffres) et la difficulté

de décomposer le nombre n en produit de 2 nombres premiers.

5« Nombres premiers

Raisonner
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PARTIE

€n 1736, Euler résout
le probléme des sept
ponts de Konigsberg.
€En 1771, Vandermonde
étudie le probléme

du cavalier dans ses
Remarques sur des

problémes de situation.

> [IETIET p. 238

3 Graphes
et matrices

Au xixe siécle, Cayley
est le premier a
multiplier des matrices
et Hamilton découvre
les quaternions. Ils sont
a l'origine du théoréme
de Cayley-Hamilton.
“ p. 237

En 1850, Sylvester
introduit le terme
« matrice ».

Il étudie les formes
quadratiques,

les invariants et
les déterminants.

g Dicomaths J A%

Mon parcours au lycée

Dans les classes précédentes... En Terminale...

« J'ai étudié les probabilités « Je vais découvrir les matrices

conditionnelles et certains algorithmes. et leurs applications notamment
en théorie des graphes.
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Chapitrea Introduction au calcul matriciel et aux graphes

Chapitreﬂ Chaines de Markov

En 1878, Frobenius donne la €n 1902, Markov €n 1929, le chiffrement de Hill permet de
premiére démonstration compléte introduit la notion (dé)chiffrer un message par bloc de deux
QU théoréme de Cayley-Hamilton. de chaine de Markov lettres. Par la suite, les chaines de Markov
A la méme époque, le afin de formaliser des constituent les prémisses du calcul
mathématicien Jordan problémes de cryptage, stochastique. Elles sont également liées
étudie les décompositions notion généralisée par en physique au mouvement brownien et
d’endomorphismes et leurs Kolmogorov en 1936. modélisent des processus en dynamique
équivalents matriciels. (7Y p. 239 des populations ou en épidémiologie.

4 Dicomaths J W£3:) = [CITINETA p. 239

Domaines professionnels

Un-e statisticien-ne étudie la dynamique des déménagements des personnes d’une région.

Un-e concepteur-trice de GPS utilise des algorithmes de théorie des graphes pour calculer des itinéraires.
Un-e organisateur-trice de tourisme optimise les trajets lors d’un circuit touristique.

Un-e ingénieur-e en télécommunication combine réseaux et intelligence artificielle pour optimiser

un systéme de communication.

Un-e chercheur-se dans le domaine de I'environnement étudie I'équilibre d’un écosystéme a travers
des systemes proie-prédateur.

Un-e expert-comptable peut utiliser les matrices pour étudier le bilan d'une société.




L es entreprises de vente doivent gérer de nombreux
tableaux de données (prix unitaire par produit, nombre
de commandes par produit, ...) pour calculer leur dépense,
leur recette, et prévoir des stocks suffisants.

Peut-on trouver des régles opératoires
sur ces tableaux afin d’automatiser les calculs ?

“TP2,p.199

Distribution : la rupture
de stock.
lienmini.fr/maths-e06-01




Les rendez-vous
Prérequis = 1
onminifmaths0602 DE2SEMALH

1 Etudier des séries statistiques
On a consigné les résultats de trois éléves a une série d'épreuves, ainsi que

les coefficients de chaque épreuve dans deux tableaux distincts.

Epreuve 1 Epreuve 2 Epreuve 3
Camille 12 14 10
Antoine 13 10 12
Ana 16 9 13

Epreuve 1 Epreuve 2 Epreuve 3
Coeff. 4 8 2

1. Calculer la moyenne de chaque éléve sur I'ensemble des épreuves.
2. Quel éleve a le mieux réussi la série dépreuves ?

¥) Manipuler des suites arithmétiques et géométriques

Soit les suites (u,), = o €t (v,),=, définies par:

U =3 Vi=-2
Uy 1=u, -2

pour tout n € N et v pourtoutn € N.
—n

n+1 v
n+1 3

1. Déterminer les trois premiers termes de chaque suite.
2. Déterminer la nature des suites (u,) et (v,) et préciser leurs raisons.
3. En déduire I'expression de u, et de v, en fonction de n.

£) Résoudre des systemes
Résoudre les systémes suivants.
2x+y=14 2x+3y=11 _ -
a y b) y 0 3x+7y=52
4x-3y=8 -3x-4y=-14 9x-8y=-65

'Y Réaliser des transformations géométriques
1. Reproduire le repére ci-contre.
2. Relever les coordonnées des points
A, Bet Cdans le repere (O; i , 7').
3.Tracer le point A’,image de A
par la translation de vecteur BC. j x
4. Tracer le point B, image de B ol 7
par la symétrie de centre A.
5. Tracer le point C’, image de C
par la rotation de centre O et d’angle %

J

+w
+0

-

6. Relever graphiquement les coordon-
nées des points A’, B’ et C’ dans le repére (O; i , j).

6 - Introduction au calcul matriciel et aux graphes 163




Activites

%
258 min
n Decouvrir le calcul matriciel
Une entreprise qui vend des fruits peut se fournir auprés de
cing marchés différents. Les tableaux ci-dessous détaillent les
prix proposés par chacun des marchés (les prix sont au kg) ainsi
que les commandes recues de trois clients.
Nantes Rungis Lyon
Orange 1,15 € Orange 12€ Orange 1,05 €
Citron 1,25 € Citron 1,4€ Citron 12€
Pomme 0,65 € Pomme 1€ Pomme 0,95 €
Banane 12¢€ Banane 1€ Banane 1,15€
Marseille Lille Client 1 Client 2 Client 3
Orange 1,05 € Orange 1,15 € Orange 30kg Orange 50 kg Orange 60 kg
Citron 13 € Citron 1,6 € Citron 30 kg Citron 50 kg Citron 10 kg
Pomme 0,85¢€ Pomme 0,55 € Pomme 70 kg Pomme 60 kg Pomme 70 kg
Banane 1,05 € Banane 1,15 € Banane 60 kg Banane 50 kg Banane 40 kg

A » Représenter les matrices

1. Organiser les données des prix par marché sous la forme d’un tableau a double entrées.
Combien y-a-t-il de dispositions possibles pour ce type de tableau en gardant l'ordre de I'énoncé ?
En ne gardant que les valeurs de ce tableau, on obtient une matrice que 'on nommera P.

La matrice obtenue a partir de l'autre tableau est la matrice transposée de P, notée Pt

2. Donner la matrice C représentant les commandes des trois clients (mettre les clients en colonne et dans l'ordre).

B » Opérations 1,15 1,25 0,65 1,2
1,2 14 1 1 10 120 10
Pour la suite, on considérera la matrice P={1,05 1,2 0,95 1,15 |.Soit la matrice A= 1(2) (? 18 :
1,05 13 0,85 1,05 0 10 20

115 1,6 0,55 1,15

1. Les clients ont chacun passé une nouvelle commande, consignée dans la matrice A.
a) Ecrire la matrice C’ représentant la commande totale par clients (clients en colonne).
Nous venons de faire une somme de matrices: C+ A= C".

b) Quelle regle peut-on établir pour la somme de deux matrices ?

2, P représente en réalité les prix de I'année précédente. Cette année les prix ont tous augmenté de 5 %.
a) Ecrire la matrice P’ représentant les nouveaux prix des produits par marché.

Nous venons de faire une multiplication de matrice par un nombre: 1,05 xP=P’.

b) Quelle regle peut-on établir pour le produit d'une matrice par un nombre réel ?

3. On souhaite savoir quel marché serait le plus économique.

a) Quel est le colt total pour I'entreprise si elle choisit le marché de Nantes pour satisfaire la commande du
client 1 ? Et avec celui de Rungis ?

b) Ecrire la matrice T représentant le colt total pour satisfaire la demande par marché et par client (écrire les
clients en colonne). Nous venons de faire une multiplication de matrices : P’C’ =T.

c) Quelle régle peut-on établir pour la multiplication de deux matrices ?

d) Quel marché peut-on conseiller a I'entreprise pour satisfaire la commande du client 1 ? Du client 2 ? Du client 3 ?
Et si on prenait le méme marché pour les 3 clients ?
“» Cours 1p.166 et 2 p. 168
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E Résoudre des systémes a l'aide de matrices inversibles

2x+3y=9 6x+4y=1
(S,): S,):
7x+13y=44 3x+2y=0

Nous allons voir comment déterminer les solutions de ces systemes par calcul matriciel.

1. Résoudre les systémes suivants.

A » Représentation du systéme
1. Déterminer deux matrices Mxy et Bde dimension 2 x 1 telles que (S,) équivaut a Mxy =B.
2. Donner deux matrices A et X, de dimensions respectives 2 x 2 et 2 x 1, telles que Mx')/ =AX.

3. En déduire que résoudre le systeme (S,) revient a résoudre I'équation AX'= B, dinconnue X.

B » Inverse de matrice et résolution matricielle

1. Dans l'équation 2x = 5, pourquoi multiplier les deux membres par 2~ permet d'isoler x ?

La matrice identité est /, = (:) ?J On cherche a déterminer s'il existe une matrice A = (a ZJ telleque AA™T = .
C

L, . 2a+3c=1 2b+3d=0
2. Montrer que trouver A~ revient a résoudre les systémes e
7a+13c=0 |7b+13d=1
3. Résoudre ces systémes et en déduire A~ (mettre les coefficients sous forme de fraction).
4. Exprimer les coefficients de A~! en fonction de ceux de A.
En déduire une formule afin de déterminer la matrice inverse d’'une matrice.
5. Multiplier & gauche les deux membres de AX = B par A™'. Retrouve-t-on les solutions de (S,) ?

6. De méme, mettre le systeme (S,) sous la forme matricielle CX = D. Peut-on trouver C-' ? Pourquoi ?
= Cours3p.170 et & p. 172 )

Y
20§ min

~

B Découvrir les chemins et les graphes

On consideére un réseau ferroviaire composé des lignes : Paris-Strasbourg ; Paris-Lyon ; Paris-Marseille ; Paris-Rennes ;
Lyon-Strasbourg ; Lyon-Marseille ; Lyon-Rennes ; Marseille-Nice ; Marseille-Bordeaux ; Rennes-Bordeaux
et Bordeaux-Nice.

1. Faire un schéma du réseau ferroviaire en représentant les stations par
leurs initiales et les lignes par un segment reliant les deux stations.
Nous venons de représenter le réseau par un graphe non orienté.

2. Quel est le plus court chemin pour faire Paris-Nice ? Quel nombre n de
lignes a-t-on d{i prendre ?
Le chemin déterminé est un chemin de longueur n.

3. Combien de chemins de longueur 3 relient Paris a Marseille ? Et Bordeaux a Lyon ?

4, Représenter le réseau par une matrice M de dimension 7 x 7 (dans l'ordre P/R/L/S/B/M/N) : les coefficients
de la matrice sont 1 si la station ligne et la station colonne sont reliées et 0 sinon.

5. Calculer M3 = MMM. Que retrouve-t-on en ligne 1 colonne 6 ? Et en ligne 5 colonne 3 ?
= Cours 5p. 174 et 6 p. 176
g J

6 « Introduction au calcul matriciel et aux graphes
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Cours

0 Notion de matrice
Matrice

Une matrice A de dimension n X p est un tableau a n lignes et p colonnes, composé de nombres réels,
appelés coefficients de la matrice.

De facon générale, on note A= (ail. ), a; i étant le coefficient situé a la i® ligne et j© colonne.
Lensemble des matrices de dimension nxp est AL, ,(R).

Exemple
C1 C2 C3
oy o4

4 1 @2 -1« e dimons
“lo 5 @3 <_Lzestunematrlce edimension2x3;0naa,,=2eta,;=3.

Matrices égales

Deux matrices A= (a,.j) etB= (bij) de méme dimension n X p sont égales si, et seulement si :

,.j=b,.j pourtouti€{1;2;...;n}etjE{1;2;..;p}

Matrices transposée

Soit A= (ail.) une matrice de dimension nx p. La matrice transposée de A est la matrice A’ de dimensionpxn:
t—
At =(a i ).
Les lignes de A correspondent aux colonnes de A'.

Exemple

1
__2 3 4
PourAz( 2JonaA‘= I 0|
2

Matrices particuliéres

@ Une matrice de dimension 1 X p est appelée matrice ligne.

A W N

Une matrice de dimension n X 1 est appelée matrice colonne.
(2) Une matrice de dimension n x n est appelée matrice carrée d’ordre n.
Lensemble des matrices carrées d'ordre n s'écrit A, (R).

Pour une matrice carrée A= (aij) d'ordre n, {a
principale de A.

;i 1 <i<n}estl'ensemble des coefficients de la diagonale
(3) Une matrice diagonale d'ordre n est une matrice carrée d'ordre n telle que tous ses coefficients hors
de la diagonale principale valent 0.

¢ Exemples
(D Si A est une matrice ligne, sa transposée est une matrice colonne.
1 -1

@ B= 05 -2 est une matrice carrée d'ordre 2. Les coefficients de sa diagonale principale sont 1,

1 0
(3 C=|0 -1 0]estunematrice diagonale d'ordre 3.
0 2
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| © Exos 4 Les rendez-vous
Meéthodes Y Ap——E—
lienmini.fr/maths-e06-03 S esd math

Sode
5 Représenter une matrice E&

Enoncé
Soit la matrice A = (aij) aveca; = j2 - ia deux lignes et trois colonnes.

1. Donner la matrice A sous la forme d’un tableau de nombres. Préciser sa dimension.

2. Donner la matrice At.

3. Retrouver ce résultat a la calculatrice. o Conseils & Méthodes  [NNNRRRRRRNN

21 2.1 32_7 [o 3 8

Dans A= (a;) pour placer a;; clest I'inverse du
repérage : il faut repérer la i€ ligne de la matrice
(on se déplace verticalement dans la matrice)
puis la j€ colonne de la matrice (on se déplace
horizontalement dans la matrice).

1. A= -
Bz 25 P25

de dimension 2 x 3.

0 3 8 0 -1 ﬂOn donne d’abord le nombre de lignes,
2A=1 5 5 4 donc A'=|3 2 puis le nombre de colonnes.
8 7 ® 000 00000000000000000000000000000000000000000000 L
3.
CASIO TI Numworks

+ Dans le Menu Exe-Mat, appuyer sur - Appuyer sur |_~| + On utilise les crochets en appuyant

Mat A. sur:

+ Choisir la matrice, avec IEED| + Choisir la matrice dans €DIT,

préciser ses dimensions. préciser les dimensions, écrire les « Ecrire ensuite les coefficients.

coefficients, et quitter. N )
€19 = Associer a la matrice un nom A en

appuyant sur

* Remplir la matrice puis quitter le * Pour calculer A*: dans le menu * Pour calculer Ataller dans la boite a
menu matrice, aller sur {8EE puis outil en appuyant sur (&
sélectionner A.
« Pour calculer At: | orrv | (D N deg s =
Aller dans sélectionner 22 T et
puis = E’ , et «A» MATH, 2
appuyer sur (g T
@ Dénombrement *
(AT [
o -1 = Probabilités >
la 2 Arithmét s
8.7 L " |7
| Matrices >
« Puis choisir matrice puis transposée.
. s . . 2ij . .
Soit A = (a;) avec a; = 2ij & deux lignes et quatre BE8 soit A= (a)) aveca, = (—’j de dimension 4 x 1.
colonnes. I+
1. Ecrire A sous forme de tableau de nombres. 1. Ecrire A sous forme de tableau de nombres.
2. Déterminer AL 2. Déterminer A,

) Exercices 34 a 38 p. 182
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Cours

e Algéebre des matrices

Somme de matrices et produit par un réel

® Deux matrices A= (a,.j) etB= (b,.j) sont sommables si, et seulement si, elles ont la méme dimension.
Alors A+B=(s,.j)ot‘Js,.j=a,.j+b,.jpourtoutie {1;2;..;ntetje{1;2;..;p}

¢ Pour tout réel k, le produit kA = (p,.j) est défini parp;;= ka,.j pourtouti E{1;2;...;n}etjE{1;2;..;p}

Régles sur la somme de matrices

Soit A, B et C trois matrices de méme dimension n X p, et soit k un nombre réel.

@ Laddition est commutative: A+ B=B+A.

(2) L'addition est associative : (A+B) + C=A+(B+C)=A+B+C.

(3 Le produit par un réel est distributif : k(A + B) = kA + kB.

@ On note 0,,, la matrice nulle de dimension nx p dont tous les coefficients sontnuls.OnaA+0, ,=A.
®kA=0, si, et seulementsi, k=00uA=0, .

Démonstration

(5)Soit A = (a;;) de dimension n x p, alors kA = (ka;;). Par identification des coefficients, kA=0, , si, et
seulement si, kaijz Opourtousie{1;2;..;ntetje{1;2;..;p}, orkaij=0<:>k= Oou a;= 0.
Sik#0,il enrésulte que a;= Opourtousie{1;2;..;ntetje{1;2,..;p}, doncque A= U

Produit de matrices

Soit A= (a,.j) une matrice de dimensionnx petB = (b,.j) une matrice de dimension mx q.
Le produit matriciel AB est défini si, et seulement si, p=m.

p
Alors AB =(p,.j) ou p;j= 2 a,-kbk,- pourtousi€{1;2;..;ntetjE{1;2;...;q}
k=1
Exemple
7 3
X
9 4

1 2) (7 3) ([T 2\ [["x7+2x9] [1x3+2x4[) (25 11
6 5)(9 4) ([6 5/Uex7+5x9]6x3+5x4|) |87 38

(CRemarque Dans le produit AB, le nombre de colonnes de A doit étre égal aux nombre de lignes de B.

Régles sur la multiplication de matrices

Soit A, B et C trois matrices et soit k un nombre réel.

Les propriétés suivantes sont valables sous réserve que les calculs soient possibles.
(@ La multiplication est associative : (AB)C = A(BC) = ABC.

(2) La multiplication est distributive : A(B+ C) = AB + AC et (A + B)C=AC + BC.

() (kA)B=A(kB) = k(AB)

®Wo,,A=A0, =0, .

(CRemarque Le produit de matrices n'est pas commutatif. En effet :

SRR P RS
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Meéthodes A
lienmini.fr/maths-e06-03 S esa math m

S0de
2 Déterminer ou calculer le produit de deux matrices
Enoncé
-1 0 2
Soit A=[4 7] et B=[ ]
21 3 4 -
Calculer AB.
ll Solution RN Conscils & Méthodes SNSRI
Le produit matriciel est bien défini. ﬂ ﬂOn vérifie que le nombre de colonnes de A
e 4 7)[-1 0 2 ¢ "Yest égal au nombre de lignes de B. y
2 1)(3 4 -3 fﬂOndéveloppechaquelignedeA ]
. " avec chaque colonne de B
4X(—1)+7X3 4%x0+7 X4 4X2+7X(—3) ﬂ ........................................... .
1 2x(=N+1x3  2x0+1x4  2x2+1x(=3)
(17 28 -13
1 4 1
3 2 4 2 -3 12 4 10 0
@SoitA=(_1 o 3]etB= 4 5| I soitA=|> o 3|etB=[-2 1 3|
-6 1 0 4 -5 -4 -5 2
Calculer AB. Calculer AB et BA.
) Exercices 39 a 42 p. 182
S0de
=

Calculer des produits successifs de matrices

5 -1
Soit M= .
{10 —2]

1. Montrer que MM = 3M.
2. En déduire MMM.

m ] Conseils & Méthodes

Le produit d’'une matrice par elle-méme ¢

5 =15 -1 15 -3 5 -1 : ﬂn’est possible que si la matrice est
: = = =3 =3M. . de.
1 MM 10 -2 (10 -2 30 -6 10 -2 ﬂ . carree

L'écriture matricielle étant lourde,
45 _9 .~ “commencer par simplifier les calculs
2. MMM = M(MM) = M(3M) = 3 X MM =3 X 3M = 9M = ﬂ g

----------

90 -18 par des développements, réductions
ou factorisation.

(5 soitm=| " " B soitm=| " °
_s 5- Ol = ) .

3
1. Montrer que MM = 4M.

1. Montrer que MM = -M.
2. En déduire MMM.

2. En déduire MMMMM.
) Exercices 43 a 47 p. 182
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Cours

e Inverse de matrice
Matrice identité

Il existe une matrice identité | telle que:
*Al,=A pour toute matrice A a n colonnes,
*/ A=A pourtoute matrice Aa n lignes.

I, est la matrice carrée d'ordre n contenant des 1 sur sa diagonale principale et des 0 ailleurs.

Exemples

100
L= IZ=[1 OJ l5=]010

01 001

Puissance de matrice

Si A est une matrice carrée d'ordre n, alors : A= AA...A sip#0etA®= /-

2R
p facteurs
ML Inverse d’une matrice

Une matrice carrée A d'ordre n est dite inversible s'il existe une matrice carrée B d'ordre n telle que :
AB=BA=1 .
Dans ce cas B est unique et est appelée la matrice inverse de A; on note B=A"".

¢ Exemple

-2 15
Soit A= (; i] .Aestinversibleet A1 =

1 -05

1x(-2)+3x1T 1x1,5+3x(-0,5)

1 0
En effet AA-T = = [ J =/,.De méme ATA=1,
01
2X(-2)+4x1 2x1,5+4x(-0,5)

Déterminant d’'une matrice

Soit A= [‘c’ Z] une matrice carrée d'ordre 2. On appelle déterminant de A le nombre : det(A) = ad - bc.

Matrice d’ordre 2 inversible

Soit A= [a Z] une matrice carrée d'ordre 2. A est inversible si, et seulement si, det (A) = 0.
c

1 d -b
Alors: A= .
ors det(A)[—c a]

® Exemples

soitB=| ' 2letc=[3 2|
3 4 6 4

4 -2 114 -2 -2 1
det(B)=1x4-2x3=-2#0doncBestinversible. B= =— = .
det(B)| -3 1 -2(-3 1 1,5 -0,5

det(C) =3 x4 -2x6=0donc Cnest pas inversible.

170



| O Exos 4 Les rendez-vous
Meéthodes =
lienmini.fr/maths-e06-03 SESamath

.é‘S\Ode
5 Calculer l'inverse d’'une matrice

Enoncé

Soit A= [_21 :] Montrer que A est inversible et déterminer A-".

l Soiution 1A Consets & Méthodes TR

det(A)=2x5-(-1)x3=13=%0 ﬂ donc A est inversible. Pour montrer qu'une matrice

5 3 : "N de dimension 2 x 2 est inversible, :

: 1 5 _ 1(5 _ B 13 calculer son déterminant.
AT= det(A)|-(-1) 2 13 1 2 BN 2 ﬂ : Flinverse se calcule
13 13 . parlaformule du cours.

10
SoitA=(2 3]. lﬂsmm:[4 5].

-5 10

Montrer que A est inversible et déterminer A", Montrer que A est inversible et déterminer A",
) Exercices 48 a 58 p. 123

yode
2 Appliquer l'inverse d'une matrice
Enoncé
AL
2 4 4
10 3
SoitA=|4 1 -1|,B= 2 19 etc=[1 0 2}
4 8 8 346
2 1 3 1 1 1
4 8 8

Montrer que B est l'inverse de A et en déduire les solutions de I'équation XA = C.

B solution Canseils & Méthodes JRNNSNNS

On calcule AB = I; et BA = I, donc B est bien |'inverse de A. ﬂ

ﬂ Pour montrer que deux matrices sont inverses
XA=C< XAB=CB

I'une de l'autre, vérifier que leur produit donne
la matrice identité.

= Xl;=CB
 X=CB ﬂOn résout une équation matricielle comme une
équation du 1¢" degré : on multiplie chaque
Jvu I solition de léquat membre de I'équation par une méme matrice.
Done X =CB= -4 05 45 est fa solution de fequation. ﬂAttentlon a l'ordre : la multiplication n'est pas

commutative.

A vous de jouer ! Jl.

12 3 1 -2 -5 -5 2 8
(9 ]soitA=|0 1 -1letB=|g 1 1| Fidsoita=| 4 -3 12|.
0 0 1 0o 0 1 -4 2 7
1. Montrer que B est I'inverse de A. 112 1. Montrer que A est sa propre inverse. 11
2. En déduire les solutions de I'¢quation XA = 213/ 2. En déduire les solutions de I'équation AX =3 2|
4 5

) Exercices 48 a 58 p. 183
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Cours

0 Applications

Résolution d'un systéme linéaire
a,.%,+0,,%, +..+d, x, =b,

0y, X, +0y,X, +... 40, X, =b

Un systéme linéaire de la forme 2 est équivalent a I'équation AX=B

a,.x,+a ,x, +..+da, x, =b,

oUA= (aij) est une matrice carrée d'ordre n, X= (xl.) etB= (bj) sont deux matrices colonnes.

Si A est inversible, alors 'équation AX = B admet pour unique solution X=A""B.

LG Suites de matrices

On considére une suite (U,)) de matrices colonnes telle que U, ., = AU, + B pour tout entier n.

(D Sl existe une matrice X telle que AX + B= X alors la suite (V,) définie par V, = U, - X vérifie :
V, ., =AV, pour tout entier n.

Dans ce casona U, = A"(U, - X) + X pour tout entier.

@si (U,) est une suite convergente, alors elle converge vers une matrice U vérifiant AU+ B = U.

® Démonstration
Soit une suite (U,) de matrices colonnes telles que U, , , = AU, + B pour tout entier n.

(1) S'il existe une matrice X telle que AX+ B= X, soit alors la suite (V,) définie par V, = U, - X.
AlorsV, ,=U, ,~X=AU +B-(AX+B)=AU, +B-AX-B=AU -AX=A(U,-X)=AV,.

La suite (V) est donc une suite géométrique de raison A, donc V,, = A"V, pour tout entier n
(la démonstration de cette propriété peut se faire par récurrence).

Or V= U, - XdoncV, =A"(U, - X) pour tout entier n.

V,=U,-XdoncU,=V, +X=A"(U,-X) + X pour tout entier n.

2)Si (U,) est une suite convergente, soit U sa limite.

, . o _
D'unepart, lim U, ,= lim U, =U.
n—+o n—+o

D'autre partU,,, =AU, +Bdonc lim U, = lim (AU, +B)=A(lim U )+B=AU+B.

n—+% n—+ n—+%

Donc U vérifie bien AU+B=U.

Transformations géométriques

- = X
Dans unrepére (O ;i , j), soit deux points A(x, ; ¥,) et B(xg ; J) et un vecteur ﬁ[ ”].

Yi

= . . X X X
¢ Best I'image de A par la translation de vecteur u si, et seulement si :[ Bj = [ A] + Y
Ys) \Va) Ui

¢ B est 'image de A par la rotation de centre O et d’angle 0 si, et seulement si:

Xg | [cos(6) -sin(0) » X,
Yg) |sin®) cos®) | ¥4
cos(6) —sin(e)]

On appelle matrice de rotation de centre O et d’angle 0 la matrice
sin(0) cos(6)

X . . cos(0) -sin(0) X5
¢ 'image de u par la rotation de centre O et d’angle 0 est le vecteur X .
sin(6) cos(0) | |
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50de
2 Résoudre un systéme d’'équations

Enoncé
xX+y+z=2
1. Mettre le systeme 12z - y=0 sous forme d’équation matricielle en justifiant.
3x+2z+4y=7
2. En déduire les solutions du systéme.

m ....... Conseils & Méthodes [N

X+y+z=2 ﬂ Bien ranger les coefficients de A dans -
1. Le systeme <2z — y=0 équivaut a AX =B : ~ "le méme ordre que ceux de X (x, puis  :
3x+2z+4y=7 7, puis 2).
: ﬂ Utiliser la calculatrice.
L * 2 Résoudre I'équati triciell g‘oﬂ% :
ouA=|0 -1 2[,X=|y etB=0.ﬂ ﬂ ésoudre |'équation matricielle -l
3 4 2 z 7 - [ Calculer le produit matriciel gode 3
: "Yala calculatrice ou & la main =
X z X z : . ]
11 1 i = . [ Ne pas oublier de conclure en ]
Eneffet: AX=| 0 -1 2 |\ y|=| -y+2z |=| 2z-y : " “donnant la solution.
3 4 2 Z 3x+4-y+2z 3x+4y+2z ®ecccccccccccccccccscccccssccccsscccccce °®
Donc, par identification des coefficients, AX = B
X+y+z=2
si, et seulement si: {2z - y=0
3x+2z+4y=7
10 -2 -3
2. Aestinversibleet AT=|-6 1 2| ﬂ
-3 1

AX=B < AT AX=ATBdoncX=A"B. ﬂ

10 =2 =3 |(2) (-1
X=AB=| -6 1 2 |{0o|=]2 u
-3 1 1 |{7) {1

Donc le systeme a pour solution x=-1;y=2etz=1. |

x-y+z=3 x+y=15

1. Mettre le systtme <x — z + y = -1 sous forme m 1. Mettre le systéme < x — z =10 sous forme d’équa-
y-x+2=5 zZ-y=-5

d'équation matricielle en justifiant. tion matricielle en justifiant.

2. En déduire les solutions du systéme. 2. En déduire les solutions du systéme.

2a+3b+2d=65-2a+6¢
2x+6y-5t+2u=-27

 |-5a-3b+3c=d+3b-49
3x-y-7u+2t=-3 1. Mettre le systéme
EE2 1. Mettre le systéme sous 4a+3b+2d=5c-3a+52

5u-3t+8y=-13 a+b+3c+d=11+3c

6x+y-2u+t=0 sous forme d'équation matricielle en justifiant.
forme d’‘équation matricielle en justifiant. 2. En déduire les solutions du systéme.
2. En déduire les solutions du systeme. “» Exercices 59 3 61 p. 184
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Graphes non orienté et orienté

¢ Un graphe non orienté d’ordre n est un ensemble de n points : les sommets, reliés entre eux (ou non)
par des lignes : les arétes.

¢ Un graphe orienté d’'ordre n est un ensemble de n points reliés entre eux (ou non) par des fleches :
les arcs. Un sommet peut étre relié a lui-méme par une boucle.

e Un sommet est adjacent a un autre s'ils sont reliés par une aréte ou un arc.

e Un sommet adjacent a aucun autre est dit isolé.

¢ Le degré d'un sommet est son nombre d’arétes ou d’arcs (les boucles comptant deux fois).

¢ Un graphe complet est un graphe dans lequel tous les sommets sont adjacents entre eux.

Parcours dans un graphe

¢ Dans un graphe non orienté (resp. orienté), une chaine (resp. un chemin) de longueur n est

une succession de n arétes (resp. arcs) telles que I'extrémité de chacune est l'origine de la suivante

(sauf pour la derniére aréte).

e Si l'origine de la premiére aréte et I'extrémité de la derniére coincident, on dit que la chaine

(resp. le chemin) est fermé(e).

e Si la chaine (resp. chemin) fermé(e) est composé(e) d’arétes (resp. arcs) toutes distinctes, on parle alors
de cycle (resp. circuit).

® Exemples
E
X
A B
C
D
Graphe A GrapheT”
(@ Le graphe A est un graphe non orienté d'ordre 5 avec les degrés suivants.

Sommet A B C D E
Degré 3 0 2 2 3

B est un sommet isolé.

A-D-E-A-C est une chaine de longueur 4 reliant Aa C.

A-D-E-C-A est une chaine fermée de longueur 4, c'est méme un cycle de longueur 4.

(2) Le graphe I" est un graphe orienté d'ordre 6 avec les degrés suivants.

Sommet A B C D E F
Degré 5 2 2 2 4 3

A et F possedent une boucle, comptée deux fois dans leur degré.
A-E-D est un chemin de longueur 2 reliant A a D.

E-C-A-A-E est un circuit de longueur 4.

E-C-A-E est un circuit de longueur 3.

Somme des degrés

Dans un graphe, la somme des degrés de chaque sommet est égale au double du nombre d’arétes.

(CRemarque En conséquence, la somme des degrés des sommets d’un graphe est toujours paire.



Meéthodes
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50de

=@l Déterminer les caractéristiques d’un graphe

Enoncé

On consideére le graphe orienté ci-contre.

1. Déterminer I'ordre du graphe ainsi que le degré de chaque sommet.

2. En déduire par un calcul le nombre d’arcs de ce graphe.

3. Déterminer un chemin de longueur 5 reliant Aa C.
4. Peut-on trouver un circuit d'origine A ?

5. Peut-on trouver un circuit d'origine C?

ll solution

1. Le graphe est d'ordre 7 car il possede 7 sommets.

Le degré de chaque sommet est donné dans le tableau ci-dessous.

Sommet A B C D E F G

Degré 5 6 4 4 4 4 3

2. La somme de tous les degrés vaut 5 + 6 + 4 + 4 + 4 + 4 + 3, soit 30.

? =15 donc ce graphe compte 15 arcs.

3. Un chemin de longueur 5 reliant A a C est A-D-F-B-B-C.
4. Un circuit d'origine A est, par exemple, A-D-F-A.

L Conseils & Méthodes |

Ne pas oublier que, lorsque que 'on
détermine le degré d’'un sommet,
une boucle compte double.

La somme de tous les degrés doit étre
paire.

Il faut faire attention au sens

des fleches dans un graphe orienté.

5. §'il existait un circuit d'origine C, alors C serait |'origine d'au moins un arc. ﬂ

Ce n'est pas le cas, doncil n'y a pas de circuit d'origine C.

A vous de jouer ! Jl.

On consideére le graphe orienté suivant.

G
B

D

1. Déterminer l'ordre du graphe ainsi que le degré de
chaque sommet.

2. En déduire par un calcul le nombre d’arcs de ce graphe.
3. Déterminer un chemin de longueur 5 reliant G a C.

4. Déterminer un circuit d'origine A.

m Construire un graphe non orienté d'ordre 4 composé
de 3 arétes. Donner le degré de chaque sommet.

Construire un graphe non orienté d'ordre 4 composé
de 5 arétes. Donner le degré de chaque sommet.

m Construire un graphe non orienté d'ordre 5 composé
de 7 arétes. Donner le degré de chaque sommet.

m On considére le graphe non orienté suivant.
A

E D
1. Déterminer l'ordre du graphe ainsi que le degré de
chaque sommet.
2. En déduire par un calcul le nombre d'arétes de ce
graphe.
3. Déterminer une chaine de longueur 8 reliant F a D.
4. Déterminer un cycle d'origine A.

m Construire un graphe non orienté d'ordre 4 composé
de 3 arétes. Donner le degré de chaque sommet.

) Exercices 62 a 69 p. 184

6 « Introduction au calcul matriciel et aux graphes
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Cours

e Matrices d’'adjacence

Matrice d’adjacence

A tout graphe G (orienté ou non) d'ordre p, dont les sommets sont notés s, ; s, ; .. ; s, On peut associer
une matrice carré d'ordre p: M= (m,.j) ou m;; est le nombre d’arcs ou d’arétes reliant les sommets s; et Sje
Cette matrice est appelée matrice d’adjacence associée a G.

p Exemple E D
Onnote M = (m;;) la matrice d’adjacence d'ordre 6 associée au graphe G,

ABCDEF C
Alf1T10010
B[000100 ® 5
ci-contre (dans l'ordre alphabétique) : M = cf1rooooo
bDjooo0oo0O0O
El0OO01T 101
F{L000O0O0n1

Nombre de chemins de longueur n

Soit G un graphe orienté d'ordre p (de sommetss, ;s,; ...; sp) et M sa matrice d’adjacence d'ordre p.

Sion note M" = (m}]’.")) , alors m,(!f') est le nombre de chemins de longueur n reliant s; a Sje

p Démonstration

On démontre par récurrence pour n € N la proposition P, : « M" = (mfj")) of
") . . . Démonstration o
ou m; ;’ , est le nombre de chemins de longueur n reliant s; a 5 lienminifr/maths-e06-04 [}
Initialisation : M = (m..) ou m.. est bien le nombre de chemins —~
alisation: M (m,])ou i b FLJEN
de longueur 1, cest-a-dire d'arcs, reliant s; a S S

Hérédité : s'il existe un rang n tel que P, est vraie, alors :

1 — (m(n) (n) (n)
M = M" X M = (m;; my;+mi3'my; + ..+ my mpj).

Or,pourtoutke{1;2;..;p} m},’(’) représente le nombre de chemins de longueur nreliant s;a s, et my;

le nombre de chemins, de longueur 1 reliant s, a S donc m},’(’) my; représente le nombre de chemins de
longueur n+ 1 reliant s; a s;en passant par s al'étape n.

En sommant ces quantités pour tous les sommets s;, on obtient le nombre de chemins de longueur n + 1

reliant s; a S; DoncP,,, est vraie.

Conclusion : la proposition est vraie au rang n= 1. De plus, pour tout entier n non nul, si P_ est supposée
vraie, alors on a montré que P, _, était vraie. Ainsi, d'aprés le principe de récurrence sur 'ensemble

des entiers naturels, P, est vraie pour tout entier n non nul.

p Exemple
On reprend le graphe et la matrice d’adjacence de I'exemple précédent.
ABCDE
Al4d 32435
B|{0OOOOODO
M5 = ©|3 2122 @,ilyadonc,parexemple,3cheminsdeIongueurS reliant CaF.
D{00O0O0O0O0O
El211213
F{0O 00O0O0 1
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2 Déterminer une utiliser la matrice d’'adjacence
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Enoncé

On consideére le graphe orienté ci-contre.

1. Déterminer une matrice d’adjacence M de ce graphe.

2. Combien y-a-t-il de chemins de longueur 5 reliant Aa C?

ll solution

1. Une matrice d'adjacence (dans I'ordre alphabétique)

0
0
0
est M=| 0
0
1
1
1
4
0
2.M°=|3
1
2
2

A vous de jouer ! [V

On considere le graphe orienté suivant.

1. Déterminer une matrice d’adjacence M de ce graphe.
2. Combien y-a-t-il de chemins de longueur 6 reliant D

aB?

1

- O O O O =

o RN = O KN
coO U1 U1 N O N oo
NN A oo
o0 AN OB
N AN OO N
O O O O O O O

1

—_ 0 0O = O =

1

o O = O O O
SO = = O O O
O O O = O =

0

0

O O O O O O o

i

m1(§) =8 doncil y a 8 chemins

de longueur 5 reliant A a C.

. Conseils & Méthodes |

Pour trouver cette matrice
d'adjacence, on peut dresser ce
tableau :

AB|[C|[D|E|F|G

MmMm[(O|N|wm|>

G

Pour remplir ce tableau, par exemple
la case située a la ligne B colonne C,
indiquer le nombre d'arétes/arcs allant
deBacC.

La matrice d'adjacence correspond
aux coefficients du tableau.

Le calcul de M® s'obtient par
calculatrice.

m On considere le graphe non orienté suivant.

A

E D
1. Déterminer une matrice d'adjacence M de ce graphe.
2. Combien y-a-t-il de chaines de longueur 10 reliantEa F ?

) Exercices 70 a 78 p. 185
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Manipuler des suites de matrices

Les rendez-vous
Meéthodes =_—
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= Cours b p. 172

On considere une suite (U,) de matrices de dimension 2 x 1 telle que :
U,.,=AU,+B,

1 3 6 1
avec A= etB=|_|etU,= .
0 2 2 -1

1. Déterminer une matrice X telle que AX+ B=X.

2. Soit la suite (V,) définie par V, = U, - X pour tout entier n.

Montrer que V, ,; = AV, pour tout entier n.

3. En déduire I'expression de V,, puis de U, en fonction de n et A.

ll solution I

X

oy (1 3)(x 6 _x+3)/
1.501'()(—[},] ﬂ,alorsAX+B—[0 2](y)+[2]_[ 2y +

x+3y+6) (x X+3y+6=x
Donc AX +B=X & = =3 =

2y+2 y 2y+2=y
)
2.5oit V. =U, X alors V_ ;=U ,-X=AU +B-X

OrAX+B=X

0
Donc, en choisissant arbitrairement x = 0 ﬂ X =[ ]

donc:

V,.1 =AU, +B-(AX+B) =AU, + B-AX-B =AU, - AX = A(U, - X).

Deplus V. = U, -XdoncV ,=AV, pour tout entier n.
3. Pour tout entiern, V., = AV,

oepnt =t =( 1) (2)-(1).

1
DoncV_ =A", = A"[ 1 j

1 0
De plus Vn=Un—X,doncUn=Vn+X=A”[1]+[_2J.

A vous de jouer ! [V

@ On considere une suite (U,) de matrices de
dimension 2 x 1 telle que :
U,,1=AU, +B,

2 -16 2
etB= etUy=|_ |
0 11 3

1. Déterminer une matrice X telle que AX+B=X.

2.Soit la suite (V,)) définie par V, = U, - X pour tout entier n.
Montrer que V, , = AV, pour tout entier n.

3. En déduire l'expression de V,, puis de U, en fonction
denetA.

-1
avec A=
4

3y=-6
y=-2

X+3y+6
h 2y+2 |
==2
@{}/ ﬂ
y=-2
® eeccccvee conseils & MéthOdes llllllllll

Poser X en notant tous ses coefficients
avec une inconnue.

ﬂTraduire I'¢quation demandée sous la forme
d’un systéme et le résoudre.

ﬂ Le systéme admet plusieurs solutions,
on demande de n'en retenir qu’une.

u Ne pas oublier qu'une égalité fonctionne
dans les deux sens.

m On considére une suite (U,) de matrices de
dimension 2 x 1 telle que :
U,,,=AU,+B,

-3 -2 0
etB= cetUg=|_ |
-2 -2 1

1. Déterminer une matrice X telle que AX+B=X.

2.Soit la suite (V) définie par V, = U, - X pour tout entier n.
Montrer que V, , = AV, pour tout entier n.

3. En déduire I'expression de V,, puis de U, en fonction
denetA.

[5
avec A=
4

) Exercices 99 a 101 p. 188



Les rendez-vous
Meéthodes =
lienmini.fr/maths-e06-03 SESamath

50de

2l Représenter des transformations géométriques

Enoncé

On considére, dans un plan muni d’un repére (O ;i , j), le point A(\/3 ; 7). o295

[ 4
1. Soit u( 5], déterminer les coordonnées de B, 'image de A

par la translation de vecteur u.

2. Donner les coordonnées de C, I'image de A par la rotation de centre O et d'angle % D

1. La matrice colonne représentant les coordonnées de A est [ﬁ
4
)R
[‘/EJ o ( & ] - [4 + ‘/5] donc B a pour coordonnées (4 + J3;2).

celle représentant les coordonnées de u est

7 =5 2

2. La matrice colonne représentant les coordonnées de A

B

7

, la matrice associée a la rotation de centre O

“f5) =(J
(&) <L)

En utilisant les valeurs des cosinus et de sinus de référence,

est

et d’'angle % est

V22
. cos(@) —sin(B) ) 3 2
sin(0)  cos(0) 2 2
2 2
2 V2 \/— \/‘ ( \/— ] \/g -7\2
2 2 " )| 2 2
2 B[\ a6,
2 2 Y \/— S 2

A vous de jouer ! [V

@ On considere, dans un plan muni d'un repeére

- -

1
i, j) lepoint A(1;§j.

(-5
1. Soit u
4

(O;

, déterminer les coordonnées de B I'image

de A par la translation de vecteur 4.

2. Donner les coordonnées de C I'image de A par la

rotation de centre O et d’angle 2?75

0
7] ﬂ I

(résolus

= Cours b p. 172

T Conseils & Méthodes [N

Attention a bien écrire
les coordonnées des points
dans une matrice colonne.

ﬂ Pour déterminer I'image de A par la
translation de vecteur d, calculer
la somme des matrices colonnes
représentant les coordonnées de A
etded.

Traduire I'¥noncé par des matrices.

Pour calculer les coordonnées

du point image, calculer le produit
de la matrice associé a la rotation
avec la matrice colonne représentant
les coordonnées de A.

c JZ—7\/5,JZ+7\/EJ.

_ 2 ﬂdonc ( ;
\/Z+7\/E 2 2

m On consideére, dans un plan muni d'un repére
O;1,7))le point A (\/27, gj

1. Soit U(; ], déterminer les coordonnées de B l'image
de A par la translation de vecteur .

2. Donner les coordonnées de C l'image de A par la
rotation de centre O et d'angle -g

) Exercices 102 a 106 p. 188
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abo rendre ademo

R T Lt g Nombre de chemins de longueur n
Démonstration
Soit G un graphe orienté d’ordre p (de sommetss, ;s,;...; sp) et [

M sa matrice d'adjacence. Si on note M" = (m,(J'.’)) alors m,(;') estle

nombre de chemins de longueur nreliant s; a s;-

© On utilisera un raisonnement par récurrence.

» Comprendre avant de rédiger
Pour I'hérédité, un chemin de longueur n + 1 s'obtient en ajoutant un arc a un chemin de longueur n, ce qui permettra
d’appliquer I'hypothese de récurrence.

» Rédiger

Etape @ La démonstration rédigée

On précise I'affirmation que I'on démontre par _> Montrons par récurrence I'affirmation P, :

récurrence. N
«M" = (m}}q)) ol m(’,’J’.) est le nombre

de chemins de longueur n reliant s; a 5>

Etape @
‘initialisati Initialisation =1):M=M=(m;
On valide linitialisation Linitialisation 9 nitialisation (pourn=1) ( U)

enlutilisantlaldatinition ) porte sur ot, par définition, m;, est le nombre d'arcs, donc le
de la matrice d’adjacence. lentiern=1 nombre de chemins de longueur 1, reliant s, a 5. Donc P,
est vérifiée.
Etape L
g o L Attention a ne pas Hérédité : s'il existe un rang n tel que P, est vraie, alors :
On montre I'hérédité en se tromper dans e ) o
exprimant M"*! comme le les indices lors M"* = M"M = (g;;) ol pour tout i et :
produit M"M. du produit g =mDxm_ +m®Wxm_ +.. +mDxm .
ij i 1j i2 2 ip pj
Etape o é Or, pour tout entier k € {1; 2; ...; p}, par hypothése de
En utilisant I'hypothése de récurrence recurrence:
et la définition de la matrice d’adjacence, o m(i’l? est le nombre de chemins de longueur nreliant s;a's, ;
on décrit ce que représente chaque terme « my; est le nombre d'arcs reliant s, as;;

de la somme g;. .
9 donc m(’.’l?mkj est le nombre de chemins de longueur n+1

. x pY 1z
reliant s; a sj en passant par s; a I"étape n.

Etape o Préciser que

On en déduit une I'on valide 9 Un chemin de longueur n + 1 reliant s, a s; passant a fortiori

interprétation de la somme la proposition par un sommet s, pour k € {1;2;...;p}, 9 représente

q; ce qui valide I'hérédité. aurangn+ 1 donc la totalité des chemins de longueur n + 1 reliant s; a i
Donc P, ,; est vérifiée.

Etape @ 9 Conclusion : la proposition est vraie au rang n = 1. De

On conclut Conclure plus, pour tout entier n non nul, P, est héréditaire. Ainsi,

ceimFEm el P est vérifiée pour tout entier n non nul.

» Pour s’'entrainer
Soit A, B et P telles que P est inversible et A = PBP~'. Montrer que, pour tout entier n, A” = PB"P~1,
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O DIAPORAMA
Calculs et automatismes

lienmini.fr/maths-e06-05 ] E x e r ci c e S calculs et au toma ti S

Calcul matriciel Inverse de matrices
Les affirmations suivantes sont-elles vraies  \/ F Les affirmations suivantes sont-elles vraies  \/ F
ou fausses ? ou fausses ?
a) Si A a pour dimension 1 x 3 alors A est O O 1 2 _ )
une matrice colonne. a)A=[3 4J estinversible. o O
b) Lopération A + B n'est possible que O O
si les matrices ont la méme dimension. 6 -9 _ _
c) Lopération AB nest possible que O O b) 8= 4 6 estinversible o O
si les matrices ont la méme dimension.
d) Lopération AB n'est possible que O 0O otp-1=|6 9
si A a autant de lignes que B a de colonnes. 4 6/
EX] Somme de matrices EX Matrice d’adjacence D
Effectuer les opérations suivantes. Choisir la (les) bonne(s)
1 1 réponse(s). C
- 2 1 - 1. La matrice d'adjacence associée
12],|/4 5 2 5 ) ) R
a) +H, 3 b) + au graphe ci-contre est égale a:
13 - -1 l l 2 A B
3 4
000 10 01 1 01
00 1 0 1 10 0 1 0
4 e 3 4118 4 @llo 1000 Bl1 00 11
) N al’ 3|4 100 0 1 01100
2 -3) (s 3 s 1, 3 01010 10100
2 4 8
2.Lamatrice d'adjacence associée E D
k?‘% au graphe ci-contre est égalea:
EX) Produit de matrices 2= c
Effectuer les opérations suivantes.
2 2 A B
a)(1 -1 4)|3 S T |
5 3 4 0 _5 1T 1 0 11 1 0 0 1 1
1T 1 110 1 1 0 00
@llo 1110 Bllo 1110
1 4 3 -2)(-1 5 T 1111 01010
-2 3)(_5 2] a, 3](9 _GJ 100 11 000 11
00 0 11 01 0 11
ED) Puissance de matrices 10000 1o 1 10
L o 1010 dilo 1010
SoitlamatriceAz[ J 01 000 1T 1 1 0 1
-1 3 00010 100 10
Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
1.A%est égale a:
_ EE] Parcours dans un graphe
1 4 1T 8 5 5 . e .
[a] [B] [c] Soit un graphe a trois états A, B et C dont la matrice
19 -4 7 2 13
010
d’'adjacenceestM=|1 o 1| (danslordre alphabétique).
2.A3estégalea:
1 10
T 8 -31 48 -9 2 Méthode Comment faire pour déterminer le nombre de
[a] [b]
-1 27 -24 17 -11 13 chemins de longueur 3 reliantBa C?
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d'application

1T 4 -1 2
Soit la matrice A= .
10 3 -7 0

1. Préciser la dimension de A.
2. Donner la valeur des coefficients a,,, a,, et a,; de la
matrice A.

E Soit la matrice B= (bij) avec bij = (i - 2j) a trois lignes
et quatre colonnes.

1. Préciser la dimension de B.

2. Donner la valeur des coefficients b et b,..

3. Représenter B sous la forme d'un tableau de nombres.
4. Ecrire B! sous la forme d'un tableau de nombres.

m Pour chacun des cas suivants, écrire la matrice A = (al.j)
de dimension n X p correspondante.

a)n=3etp=2;aij=i+2j
b)n=2etp=2;ai}.=L‘
i
_ n.g =
c)n—3etp—3,a,-j—7
1

din=4etp=5;a,=2i-2j

1-x 2+ 3
Soit les matrices A =( o J ] et

4 3z
B= 3 -3 3.
0 4 9

Déterminer les réels x, y et z tels que A=B.

X Y 1
EE soit les matrices ¢ = y-2 2x+1 3|et
0 x+y 5
2x+3 3y-2 1
D=| =1 x-2 3|
0 X 5

Peut-onavoirC=D?

Calculer une somme

.................................................

SoitA=(1 _2] etB:[3 '4].
4

5 2 0
Effectuer les calculs suivants.
a)A+B
b) 2A-B
1 2
c)--A+-B
) 2 3

182

Déterminer si les calculs suivants sont possibles et
donner le résultat le cas échéant.

1T 2 1 0
1 2 6
b _5{|-3 6
a)3_4](_5] )4 -5
3 2|5 -1
1 2
301 2 1 -3 5
d _
Ll el
3 2

On considére les matrices suivantes.

2 -1
3.1
-1 1 -1
C= D:
1 -1 1
1 1T -1
E=|-2 -1 4
2 -3 -2

Déterminer quels sont les produits possibles entre ces
matrices et les effectuer.

m Effectuer les calculs suivants a la main 828
et controler les résultats a la calculatrice.

1
a)2
3

b) 4 o0 -3||3 4 -4

-2 -3 2|4 -1 2
10 3 1|5 -4 -1
4 2 11|-3 1 23

Calculer la puissance a5
de matrices (3 1% 169

.................................................

Soit A= ( 12 3] etB= [3 > j Effectuer les calculs

8 -2
suivants.
a) AB b) A2 ) A° d) B2 e) B>

Déterminer les matrices A € JL,(R) telles que :
a)AZ=A
b) A2= I

C)AB=BAOUB=[21 1]



3
On considere les matrices A = [1

Effectuer les calculs suivants.

a)A+B  b)A2 B> d)AB e) BA.

0 0 1
mOn considere les matrices A={o0 1 o et
010 100
B=|o 0 1]
100

1. Calculer A2, A3, B2 et B3. Que remarque-t-on ?
2. Que peut-on conjecturer pour les puissances de ces
deux matrices ?

T 11
On considére les matrices U =% 11 1|etV=L-V.
T 11
Effectuer les calculs suivants.
a) U2 b) V2 o uv d) vU.
Calculer et appliquer -

Ll ] 'G}N’de
l'inverse d'une matrice @ *Bp. 111

.................................................

Dans chaque cas, déterminer si A est inversible et
préciser A1 le cas échéant.

a)A=[4 10] b)A=[4 5)
2 5 2 3
1T 2 -0,5 4

A= d A: !
mCaIculer:
A=[1 2]{3 —ZJ

1T 3/1-1 1

3 -2|(1 2
-1 11 3]

Que peut-on en déduire sur ces deux matrices ?

B

m On considére la matrice A= [(1) 8]

Supposons qu'il existe une matrice Bz[a b] telle que
AB=1,. c d

1. Effectuer le calcul AB.
2. Que peut-on en déduire quant a I'existence de B?
3. La matrice A est-elle inversible ?

d'application

m Montrer que les matrices suivantes sont inversibles
et donner leurs matrices inverses.

T ey

2

100

m On considere les matricesA=|0 1 1],

311
1T 11 T 1 1
B=l0 1 o|etC=1 2 1]
10 0 0 -1 -1

1. Effectuer les calculs AB et AC.
2. Pourquoi peut-on en déduire que la matrice A n'est pas
inversible ?

01 2

E On considere la matrice N=|o9 0o 3. Calculer les
0 0O
e

puissances de N. N est-elle inversible ?

On considére la matrice A= g ;)

Calculer 6A — A2. En déduire que la matrice A est inversible
et donner sa matrice inversible.

ESOitA: ; 5 . Calculer 12A - A2,

En déduire que la matrice A est inversible et donner sa
matrice inversible.

-1 1 1
m On considére la matriceA=| 1 -1 1

T 1 -1

Montrer que A% = 2/, - A et en déduire que A est inversible.
Donner alors A"

o 1 -
On considére lamatrice A= -1 2 -1|-
1T -1 2

Calculer A2 - 2l - 3A et en déduire que A est inversible.
Donner alors A",

~
m A l'aide de la calculatrice, déterminer s
si A estinversible et préciser A= le cas échéant.

10 3
aJA=|4 5 6
7 89

b)A=|24

wvi
(o)}
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d'application

Résoudre un systéeme -
d'équations Ao

Traduire les systemes ci-dessous sous forme matricielle.
+y+1=3
x+2y=3 Ty
b){3x-6y-z+2=2
x-3y=2
3z+4-x+2y=1

m Résoudre les systémes suivants en utilisant le calcul
matriciel.

x+y+z=3 2x+y+z=1
a)iz-x-y=-9 b):2x-5y-2z=2
2y-x-2z=12 z-x+4y=-1

m Dans chaque cas, déterminer une matrice X de dimen-
sion 2 x 1 telle que AX+ B=X.

2 3 (8 (3 4 (20
a)A—[1 _2]et3—(_1oj b)A—(O zjetB—[sj

Déterminer les caractéristique

.................................................

Pour chaque graphe, indiquer son ordre, dresser le
tableau des degrés de chaque sommet et en déduire par
un calcul le nombre d'arétes ou d'arcs du graphe.

a) b)
G G H |
F E D
(— F E D
B
A C
A B C
) d)
F E D F
A \E @
A B C

B C

El Quel est le nombre maximal d’arétes d'un graphe
d'ordre n non orienté ?

Construire lorsque c’est possible un graphe non orienté
a cing sommets de degrés :
a)3;2;1;3;1 b)3;2;2;3;1 c)2;1;3;3;1.
m Dans la Bretagne médiévale, trois clans s'affrontent dans
un tournoi. Chaque clan envoie deux champions. Chaque
guerrier doit affronter tous les guerriers des clans adverses.
Construire un graphe modélisant les combats des six guerriers.

m On donne sept noms de mathématiciens :
J.L. Lagrange ; G. Cramer ; C. Jordan ; E. Galois ; C.F. Gauss ;
A. Cayley et G.W. Leibniz. Faire une recherche et construire
deux graphes permettant de modéliser les relations sui-
vantes entre les sommets :

a) « est de la méme époque que »;

b) « a travaillé dans le méme domaine que ».

Rwanou est un site de rencontre qui prend en compte
quatre critéres : aimer les mathématiques ; étre sportif ; étre
sociable et aimer la montagne. Les personnes A, B, C, D et
E sont inscrites sur ce site.

Leurs profils sont inscrits dans le tableau suivant.

Aime Aime Aime Est

la montagne | les mathématiques | le sport |sociable
A oui non oui non
B non non oui oui
C non oui non non
D oui non oui oui
E oui oui oui non

On dira que deux personnes sont compatibles si elles ont
au moins deux affinités en commun.

Construire un graphe modélisant les compatibilités possibles
entre les inscrits.

m Le graphe ci-dessous modélise certaines routes d’'un
secteur en Auvergne.

Montlugon

Clermont
Ferrand

Cournon

Donner : l'ordre de ce graphe ; le nombre d'arétes ; le degré
des sommets Clermont Ferrand, Montlugon et Beauregard ;
deux sommets non adjacents.

m Un berger veut faire traverser une riviere a sa poule,
son chien et un renard. La barque est trop petite pour qu'il
transporte les trois animaux en méme temps, il ne peut en
faire passer que deux a la fois.

Le renard et la poule ne peuvent pas rester seuls sur une
rive et le chien et le renard non plus.

Comment fera le berger pour les faire tous traverser ?
On pourra utiliser un graphe.



.................................................

Déterminer la matrice d’adjacence associée a chaque
graphe.

a) b) 9]
D D D
| @ | E@c | & |
A B A B A B
Tracer le graphe non orienté associé a chaque matrice
d'adjacence suivante.

00 11 0010
am=|0 0 10 pym=|0 O 1 1
1101 1101
1010 0110

Tracer un graphe orienté et, si possible, un graphe
non orienté dont la matrice d'adjacence serait M.

1100
alM={1 0 1 b)M=1000
010
T 1 11
01110
1T 0 1 0
c) M= d) M=
A IR R
1T 0 1 0
1T 0 1 0 1

La matrice d’adjacence d’un graphe G est donnée par:

0 0
1

N = T
o

N
o O —- O

0

00100
Construire un graphe G possible. Quel est l'ordre de G ?
Calculer la somme des degrés des sommets du graphe.
Quel est le nombre de ses arétes ?

—_

On considere le graphe non orienté suivant.

1. Donner la matrice d'adjacence M associée a ce graphe.
2. a) Calculer M4,

b) En déduire le nombre de chemins de longueur 4 reliant
AacC

(]
On consideére le graphe suivant. g
A B C

1. Donner une chaine de longueur 4 reliant Aa F.

2. Donner M la matrice d'adjacence de ce graphe.

3. a) A l'aide de la calculatrice, calculer M°,

b) En déduire le nombre de chaine de longueur 5 reliant
BaF.

On considere le graphe suivant.

: (0 (o)

Y, Y

A B C
1. Donner un chemin de longueur 5 reliant A a E.
2. Donner M la matrice d'adjacence de ce graphe.
3. A l'aide de la calculatrice, calculer M'°,

On consideére les matrices :
0

A= etB=

_ - O O
O O =
- O O

1
1
0
0

- 0 O =
o O O -
O =

1
1
1

o

0

1. Construire les graphes associés aux deux matrices. Pré-
ciser s'il sagit d’un graphe orienté ou non.

2. Calculer A2 et B2 En déduire pour chacun des graphes,
le nombre de chaines ou de chemins de longueur 2 reliant
les sommets 2 et 4, ou allant du sommet 2 vers 4 dans le
cas d'un graphe orienté.

La matrice d’adjacence d'un graphe G est donnée par:

1.Quel estl'ordrede G ?
2. Calculer la somme des degrés des sommets du graphe.
3. Quel est le nombre de ses arétes ?
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d'entrainement

Notion de matrice

..................................................

FED soit x =
2x+3 3

Pour quelle valeur de x la matrice X est-elle égale a sa
transposée ?

m Pour chacun des cas suivants, écrire la matrice A = (a,.j)
de dimension n X p correspondante.
ajn=1 etp=6;aij=i+j

isii>j
b)n=5etp=5;aij= 0 sinon

i si j estpair
c)n=3etp=2;aij={, .j P

j sinon

d)n=10etp=10;aij=i—j

) 5 ot s 1sii=j
eln=5etp=5;a.=
P 710 sinon
Pour chacune des matrices A= (a,.j) suivantes, exprimer
a;en fonction dej et .
1 1 1
A=|0 1 A=|0
0 1 0

1
1
0

2 3 1 -3 -5
A=[3 4

4 5

m On appelle matrice symétrique
une matrice égale a sa matrice transposée.

Vérifier que la somme de deux matrices symétriques est
une matrice symétrique et que le produit d’'une matrice
symétrique par un nombre réel est encore une matrice
symétrique.

...............................................

m1.SoitA=[3 i] etB=[6 9}

6 -4 -6]
a) Calculer AB et BA.
b) Quelles remarques peut-on faire ?
6 -10 -19 40
2.S5oitC= etD=
2 -3 -8 17
a) Calculer CD et DC

b) La remarque précédente est-elle une généralité ?
Démontrer que dans .t (R) une matrice ~ D€mo
diagonale, avec des coefficients tous égaux, commute
pour le produit avec toutes les autres matrices.

m Pour la production de leurs nouveaux jouets, une
poupée (P) et un vaisseau spatial (V), une usine se lance
dans l'étude de ses besoins en composants pour satisfaire
ses prévisions commerciales. Celles-ci sont données, en
unités, dans le tableau suivant.

P Vv
Octobre 100 150
Novembre 150 100
Décembre 200 250

Les besoins en matiéres premiéres sont présentés dans
I'arbre suivant :

P "
PN N

vétements corps corps structure

0,09% Yoos 0,4/ ¥1 0,01/ ng 07 Y4

coton pigments plastique pieces pigments plastique plastique pieces
biologique végétaux végétal meétalliques végétaux végétal végétal métalliques
Chaque niveau de I'arbre représente les sous-matieres pre-
miéres nécessaires pour le niveau supérieur ; les nombres
sur les branches désigne les quantités (en kg) d'un niveau
nécessaires a la conception du niveau supérieur.
On note N, la matrice dont les lignes sont les jouets et les
colonnes les matiéres de niveau 1. On note de méme N, la
matrice dont les lignes sont les matiéres de niveau 1 et les
colonnes celles de niveau 2 ; les coefficients de ces deux
matrices sont les quantités nécessaire a la conception.
1.a) Donner les matrices N et N,.
b) On appelle matrice cumulée, notée N, le produit des
deux matrices précédentes. Quel est le seul produit possible
a réaliser ? Déterminer alors N..
2. a) Ecrire le tableau des prévisions commerciales comme
une matrice a trois lignes et deux colonnes, notée P..
b) Le calcul des besoins bruts du deuxiéme niveau s'effectue
comme matrice du produit entre N_et P.. Quel est le seul
produit possible ?
3. Déterminer alors la quantité de coton biologique pour
la production du mois de décembre ainsi que la quantité
de plastique pour le mois de novembre.

m Soit a un réel non nul. On considere la matrice

A= ((1) ?] Déterminer toutes les matrices carrées d'ordre 2

qui commutent avec A pour le produit.



Déterminer deux matrices A et B de .IL,(R) telles que
AB=0etBA=0.

On considere la matrice A=

o O -
o = N
- N

’
X X

1.Enposant X=| y |etY = y’ , a quelle condition sur A

’
z zZ

a-t-on une unique solution au systeme AX=Y?
2.Résoudre « a la main » le systéme introduit en exprimant X
en fonction de Y.

3. En déduire que A est inversible et donner son inverse.

o 1 -1
m On considére lamatriceA=| -3 4 -3 |.Déterminer
-1 1 0

les réels a et b tels que A2 = aA + bl,. En déduire que A est
inversible.

1 0 O
m On considére la matrice A=| 1 -1 -1|.
-1 4 3

1. Déterminer la matrice J telle que A=1/; + J.

2. Développer le produit (I +J)(I; - J + /).

3. En déduire que A est inversible et exprimer son inverse
en fonction de J et /5.

mSoitA=(14 4} etB=[H 1}

76 89
2X+3Y=A

Résoudre le systeme
3X+2Y=B

s . 1 .
m On considére une matrice A= [O (1’] avec aun réel.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n

non nul, A" = 1 na .
1
= Démo
m On considere, pour g, b, c des nombres
réels, la matrice A= a ¢
b
1. On suppose que a # b. Démontrer par récurrence sur
a-b"
N a" ¢
ne N que A" = a-b
0 b"

2. Si a = b, Calculer A2 A3 et conjecturer une expression
de A",
Démontrer cette conjecture.

d'entrainement

4 -6

On considere les matrices A = {1 1] etP= G’ ?J
1. Montrer que la matrice P est inversible et déterminer sa
matrice inverse par la formule du cours. Retrouver le résultat
en résolvant un systéme.
2. Montrer que la matrice P~! AP est une matrice diagonale
que l'on notera D et dont on donnera une expression.
3. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a
pr=|2" 0|

0 1
4. Déduire des questions précédentes une expression de A"
en fonction de n € N,

-1 1 3

mOn considére les matricesA:l 5 3 -3|et
112 2l10 —2 -2
P=12 1 1|
1 2 3

1. Donner P! et calculer D= P1AP.

2. Déterminer pour tout entier naturel n la matrice D". On
pourra émettre une conjecture sur son expression puis la
démontrer a I'aide d’un raisonnement par récurrence.

3. En déduire A" pour n € N.

BET On considére une matrice A= [‘Z Z] € J,(R) telle

quea+d=-1etad+ bc=-2.

OnposealorsE={AA +ul,; A, nu € RL

1. Démontrer que la somme de deux matrices de I'ensem-
ble E est une matrice de E.

2. Vérifier que A2 =-A + 21,. En déduire que A~! appartient a E.
3. Démontrer que le produit de deux matrices de E est une
matrice de E.

0 01
On considere lamatriceP=|0 1 0
113 100
1.S0itA=[2 3 2|
321

a) Effectuer le produit PA.
b) Que remarquer sur les lignes de PA par rapport a celles
deA?
a b c
2.Enposant A=|d e f |, généraliser la remarque pré-
g h i
cédente. On dit que la matrice P est une matrice de per-
mutation.
0 1
3.LamatriceP={1 0
00
tation ? Quelles lignes permute-t-elle ?
4. Ecrire une matrice qui permute toutes les lignes d'une
matrice.

0
0 | est-elle une matrice de permu-
1

6 « Introduction au calcul matriciel et aux graphes
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d'entrainement

0
0
1

m On considére la matrice J =

1. Calculer 2.
2.0n note E={M € .4(R) ; MJ = JM}.
a) Montrer que M € E si, et seulement si, M est de la forme

o O —
o —= O

a b c
¢ a b|oua,betcsontdesréels.
b ¢ a

b) En déduire que E={al; + bJ+ c/?; a,b,c € R}.

Jhode

Suites de matrices 6D p.178

.................................................

On considére les suites (a,) et (b,) définies par

a,=1
a,.,=2a, -3b, pour nEN

by =2
e
b,.,=a, +5b, pourneN

a
Soit (U,,) définie par U, = (b”] pour tout n = 0.
n
1. Déterminer une matrice A telle que U, , = AU,
2. Calculer U, et U,. En déduire les valeurs de a,, a,, b, et b,.

2
m On considere la suite (U,) définie par U, =( ] et

N 2 0
U =AUnouA=[3 J, pourn € N.

1. Exprimer U, en fonction de UO,A etn.
2.a) Calculer A2 et A3.
b) En déduire les valeurs de U,, U, et U,.

m On consideére les matrices :

0,2
a=|92 OMetp_ 2]
02 03 0,1

On définit la suite de matrices colonnes (U,) par la relation
U,,1 =AU, + B, pour tout entier naturel n et par son premier

0,1
terme U, = .
0,2

1. Déterminer la matrice colonne C telle que C=AC + B.
2.0n pose pour tout entiern, V, =U, - C.

a) Démontrer que pourtoutn €N, V, , =AV,.

b) En déduire par un raisonnement par récurrence que
Vv, = A"V, pour tout entier n.

3. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel
n,ona:

0,4" 0,1? 0,47 0,17
—— +2X— —_
AN = 3 3
I4n ,1” I4n I1n
2 X 0 -2X : 2% 0 + 03

4. En déduire la valeur de U, en fonction de n.

Transformations

................................................

Pour chaque cas, déterminer I'opération matricielle
associée a la transformation et calculer les coordonnées de
Iimage demandée.

2
a) A’limage de A(3; 7) par la translation de vecteur U( 3].

b) B’ I'image de B(%;—%j par la translation de vecteur
2
-~ 5
u .
1

3
c) C’ 'image de C(1;\/§) par la rotation de centre O et

d'angle T

3

—] par rotation de centre O et

. 1
d) D’ I'image de D| -—;
’ ( J2' 2

3n
dangle - ==
€7

m Dans un plan muni d'un repere orthonormé (O ; 7, 7’),
soit deux points A(1; 1), B(2; 1). Déterminer les coordonnées
des points A” et B’,image de A et B par la rotation de centre

Oetd'angle 2?11: (arrondir au centieme pres).

Déterminer dans le plan muni d'un repére ortho-
normé, image du vecteur ii(3; 2) par la rotation de centre

l'origine du repere et d'angle g

110ET D(-44/3 ; -2)est limage de A(+/3 ; 7) par une rotation
de centre O. Quel est I'angle de rotation ?

m On munit le plan d'un repére orthonormé (O ; i , f').
On identifiera chaque vecteur du plan X(x; y) € R? a la

matrice colonne X =

1. On considére la matrice P = [(1) g] Effectuer le produit

Y = PX. Que peut-on dire du vecteur Y par rapport au
vecteur X ? A quelle transformation du plan correspond
la matrice P?

2. On s'intéresse a la projection de vecteurs sur I'axe des
ordonnées.

x
a)SiX= est un vecteur du plan, donner le vecteur Y

image de cette projection.

b) On admet qu'une telle transformation du plan peut étre
donnée par une matrice carrée d'ordre 2, que l'on notera P.
En étudiant I'équation Y = PX d'inconnue P, déterminer la
matrice P représentative de la projection considérée.

3. En appliquant la méthode de la question précédente,
déterminer la matrice P € J,(R) correspondant a la pro-
jection sur la premiére bissectrice.



d'entrainement

.................................................

10078 Au cours d'un week-end, un tournoi de jeux de
plateau est organisé par équipe. Les organisateurs prévoient
que 4, 5, 6 ou 7 équipes peuvent étre engagées dans ce
tournoi et ils doivent élaborer des affrontements dans
chacune des configurations.

1. Quatre équipes. On note A, B, C et D ces équipes et on
représente les rencontres du tournoi par C
le graphe ci-contre.

a) Combien d’affrontements devront
disputer chaque équipe ?

b) Combien d'affrontements seront dis-
putés au cours de ce week-end ?

2. Cinq équipes. On note E la cinquieme
équipe engagée.

a) Représenter les rencontres du tournoi par un graphe de
facon a ce que chaque équipe dispute quatre affrontements.
b) Combien d'affrontements seront alors disputés ?

c) Pourquoi n'aurait-on pas pu organiser le tournoi de telle
facon que chaque équipe ne joue que trois affrontements ?
3. Les deux graphes précédents sont-ils complets ?

4. Six équipes. On note F la sixieme équipe engagée.

a) Représenter les rencontres du tournoi par un graphe de
facon a ce que chaque équipe dispute trois affrontements.
b) Ce graphe est-il complet ?

c) Combien d’affrontements seront alors disputés ?

5. Sept équipes. On note H la septiéme équipe engagée.
a) Est-il possible d'organiser le tournoi de telle facon que
chaque équipe joue exactement quatre affrontements ? cinq ?
b) Représenter une telle situation par un graphe lorsque c'est
possible. Combien d’affrontements seront alors disputés ?

m On appelle « mot » en langage binaire une suite
ordonnée de « lettres » 0 et 1. Par exemple : 0110 est un
mot en langage binaire de longueur 4.

1. Dénombrer les mots en langage binaire de longueur n,
pourne&{1;2;3;4}.

2. Donner tous les mots en langage binaire de longueur 3.
3.0n considere X et Y deux mots de longueur 3. Représenter
par un graphe la relation : « les deux mots ne different que
d’une lettre ».

4. On souhaite transmettre des mots dans ce langage.
La transmission choisie a un défaut : il est possible de
confondre deux mots qui ne différent que d'une lettre.
Déterminer les mots de longueur 3 qui ne pourront pas
étre confondus lors de cette transmission.

m Parmi huit éleves volontaires, un professeur de maths
doit constituer un groupe de trois personnes pour faire une
interrogation orale. Le professeur doit faire attention aux
relations entre les éleves :

Erwan ne supporte pas Thibault ;

Jordan refuse de travailler avec Gwendoline ;

Thibault n'arrive jamais a rester sérieux avec Alexis ;
Elodie n'apprécie ni Gwendoline, ni Alim, ni Aya;

Alim a du mal a travailler avec Alexis et Aya ;

Alexis ne veut pas travailler avec Erwan ;

Aya ne supporte ni Jordan, ni Alim.

1. Construire un graphe non orienté traduisant la situation.
2. Construire un groupe contenant Erwan, qui est le plus
doué en maths.

3. Construire un autre groupe qui ne contient pas Erwan.

A la fin d’'un semestre les examens de licence pro-
posent six options : calcul différentiel ; géométrie eucli-
dienne ; théorie des nombres ; algebre linéaire ;
probabilités et statistique. Un candidat a pu choisir deux
ou trois de ces options. Certains ont choisi la théorie des
nombres et I'algébre linéaire ; d’autres le calcul différentiel,
les probabilités et la statistique ; d’autres finalement ont
choisi la géométrie euclidienne et la théorie des nombres.
Les étudiants passent au plus une épreuve chaque jour.
Combien peut-on programmer d'‘épreuves au maximum
dans une journée ?

On a représenté une partie du métro londonien par
le graphe ci-dessous (un sommet par station).

K
: Bond Street

: Embankment

: Green Park

: Holborn

: King's Cross St Pancras
: Oxford Circus

: Piccadilly Circus

: Westminster

STOXIOM®

1. Déterminer le nombre de trajets possibles pour se
rendre de Westminster a King’s Cross en passant par

trois stations (sans compter celles de départ et d'arrivée).
2. Déterminer le nombre de trajets possibles pour se rendre
de Bond Street a Embankment en passant par quatre sta-
tions (sans compter celles de départ et d’arrivée).
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Eviter tout débordement

Un artiste doit installer une ceuvre aquatique constituée
de deux bassins A et B ainsi que d’une réserve filtrante R.
Au départ les deux bassins contiennent chacun 100 litres
d'eau.

Un systeme de canalisations devra permettre de réaliser,
toutes les heures et dans cet ordre, les transferts d'eau
suivants :

e dans un premier temps, la moitié du bassin A se vide dans
laréserveR;

e ensuite les trois quarts du bassin B se vident dans le
bassin A ;

¢ enfin, on ajoute 200 litres d'eau dans le basin A et 300 litres
d'eau dans le bassin B.

On considere les suites (a,) et (b,,) désignant les quantités
d'eau en centaines de litres qui seront respectivement
contenues dans les bassins A et B au bout de n heures.
On suppose pour cette étude que les bassins sont a priori
suffisamment grand pour éviter tout débordement.

a,

b

n

Pour tout entier n, on note u,=

AinsiU, =

1. Justifier que, pour tout entier naturel n, U, , =M U, +C
0,5 0,75 2
etC= (3]

0 0,25
2. 0n considére la matrice P = ((1)

ouM=

3
-1 i
a) Calculer P2. En déduire que P est inversible et préciser
son inverse.
b) Montrer que PMP est une matrice diagonale D que l'on
précisera.
c) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
M" = PD"P.

0,5" 3x0,5"

0 0,25"

-3%x0,25"

d) En déduire que M" = pour

toutn=1.
10
3. Montrer que la matrice X = ( 4J vérifie X =MX + C.

4. Pour tout entier naturel n, on définit la matrice V, par
v,=U,-X

a) Montrer que, pour tout entier natureln, V, ., =MV, .

b) On admet que V, = M"V,, pour tout n = 1.
-18%x0,5" +9x0,25" +10

Montrer que U, = pour

-3x%x0,25"+4
toutn=1.

5. a) Montrer que la suite (b,) est croissante et majorée.
Déterminer sa limite.
b) Déterminer la limite de la suite (a,).
) On admet que la suite (a,) est croissante. En déduire la
contenance des deux bassins A et B qui est a prévoir pour
éviter tout débordement.

D'apres Bac S, Liban 2019

Randonnée en montagne

Un guide de randonnée en montagne décrit les itinéraires
possibles autour d’un pic rocheux. La description des itiné-
raires est donnée parle graphe ci-dessous.

@ Départ @ Passerelle
() Roche Percée @) Col bleu
DD ' ®Picrouge  (®Refuge
©A @ Col vert Pont
' (9) Cascade 40 Arrivée

1. a) Dresser un tableau décrivant les degrés de chaque
sommet du graphe.
b) En déduire le nombre d'arétes de ce graphe.
2.Donner un itinéraire allant de D a A passant par tous les
sommets du graphe une seule fois mais n'empruntant pas
forcément tous les sentiers
3. Donner un itinéraire allant de D a A passant une seule
fois par tous les sentiers.
4. a) Donner la matrice d'adjacence M de ce graphe (dans
I'ordre croissant des sommets).
b) En déduire le nombre d'itinéraires allant de D a A en
empruntant cing sentiers.
Citer un tel itinéraire passant par le Pic rouge.

D’aprés bac ES, Antilles-Guyane 2013

Circuit touristique
Une exposition est organisée dans un parc. On décide d'y
instaurer un plan de circulation : certaines allées sont a sens
unique, d'autres sont a double sens. Le graphe ci-dessous
modélise la situation.

(8)

(B \G
G-Q,

1. Donner la matrice d’adjacence M de ce graphe (dans
l'ordre alphabétique).
2. Combien y-a-t-il de chemins de longueur 5 permettant
de rendre de D a B ? Les donner tous.
3. Montrer qu’il n'existe qu’un seul circuit de longueur
5 passant par le sommet A.
Quel est ce cycle ? En est-il de méme pour B ?

D’apres bac ES, Liban 2006
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. Opérations sur les matrices
( ) (

* Une matrice est un ¢ Transposée a b) [x y] [a+x b+y
tableau de nombres C1 C2@a3 “le 4 + vz det
C1C2 C3 Ca o 2t
vor v 1 0 -6)«L1 e S LI ,
1214\l 12 5 g|«L2 x(xi"a
A=l0 5 3 2|12 A7 -1 3 4 |«L3 o - Zt
a b)(ax+bz; ;ay+bt:
-6 8 4 2)«lL3 4 2 2 )«l4 coTiIiifoioooiooiziiiiioon
ic d)\ex+dzi cy+dt;
L e Sl gy ey gy e
emmsmmmms 4 SUites de matrices \ J

...

Soit (U,) définie par U, ,, =AU, +B. Matrices inversibles

” . . —— e
S'il existe une matrice X telle que AX + B =X, alors ) _ o )
U -X=A"U,-X) » Aestinversible s'il existe une matrice B

n - 0 : — —
L ) telleque AB=BA=1.

Transformations géomeétriques . A= {Z ZJ estinversible si

-

* Blxg;yp) estlimage de Alx, ; y,) par la translation det(A) = ad— be % 0.

%G X8 [*a Y
de vecteuru Si = + . 1 d -b
Ji) Us) Ua) Ui eDanscecas A™'= )

det(A)|-c a
* B(xg;yp) est 'image de Alx, ; y,) par la rotation \ J
X cos® -sin6 x
d'angle®si| 8 |= (A].
Js) \sin6  cosB | (Ja Matrice d’'adjacence
. J
* La matrice d'adjacence de G, (dans
p m N > l'ordre alphabétique) est :
e Un graphe non orienté E g g f '13 EA
est composé d'arétes A B 0000 olp
et de sommets : M=l1 0 0 0 1]
C 100 0 1D
D 10 1 () oJE
Graphe G, nombre d'arétes reliant Ea D
o £ * La matrice d'adjacence de G, (dans
* Ungraphe oriente , D I'ordre alphabétique) est :
est composé d'arcs ‘ ABCDTEFTF
et de sommets : A T~ 110 0 1 0)A
G 00 o0@o 0B
B we|? 0 0 00 0
Grapher 00 0 0 0 0|D
L ) 0 00 1 0 1]E
. . 1)F
l Caractéristiques d’un graphe 00000
nombre d'arcs reliant B a D
¢ L'ordre d'un graphe correspond au nombre o Le coefficient m(l'ﬁj) de M" correspond
de sommets de ce graphe. au nombre de chaines/chemins
» Le degré d’'un sommet correspond au nombre d’arétes/ de longueur n reliant le sommets;
arcs le composant (les boucles comptant double). au sommets,.
. J
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)

| Je dois étre capable de...

4 Représenter une matrice
. S FPoN
P> Effectuer un calcul matriciel (somme, produit, puissance) =3
) . - . . ) o5
P> Déterminer et utiliser I'inverse d’une matrice carrée =

P> Résoudre un systéme d'équations en utilisant le calcul matriciel
P> Déterminer les caractéristiques d'un graphe (orienté ou non)
P> Utiliser une matrice d’adjacence
P Manipuler des suites de matrices

P> Représenter des transformations géométriques.

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonnes réponse(s).

o

-2 _ -2 0
1 0 2 1=
2 -3|lo 4 0 -12
4 5 2
A=( J;A*estégaleé:
2 2
-1 -1
x+y+z=5 x=0
2x-2=-3 3 poursolutions: y=1
x-y+3z=17 z=4
Limage de A(2 ; - 4) par la rotation
K (2;342)

de centre O et d'angle —g est:

La matrice d’adjacence de ce graphe

est: A B

—_
- - = O
—_ = = O

OO = =

i

Mg
B

3
g

¢ B Bt
Lodb b b L L)

Mg, Mg,
% Df% i
1<% I3
0 >

]

i

Mg
B
[=)

8

| Parcours d’'exercices ]

1,2,34,35
3,4,39,40,5,6, 43, 44
7,8,9,10, 48,49
11,12, 59, 60

15, 16, 62, 63
21,22,70,71

23,24, 99,100

25, 26,102,103

QCM interactifs i
lienmini.fr/maths-e06-06

-2 0 -4 3 -2 -

-1 -12 8 -12 -4 -15
5

-1 E === 1 _2

2 2 2

1 -2 -1 -2 1 2

x=2 x=Al o=

y=-4 y=-4 y=-1

z=7 z=4 z=5
A(BV2;-2) A(V2;-3V2) A(-3V2;-2)
01 00 10 1 1 0 0 11
10 1 1 0100 0 00O
01 0 1 10 10 10 00
0110 170 0 1 1000
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CONTINU

Matrices

3 2 -1
Soit A= .
-2 4 6

1. Donner la dimension de A.
2.Quevauta,,? ayode
3. Déterminer AL, 51 p. 167

Calcul matriciel

Les produits matriciels suivants sont-ils possibles ? Effec-
tuer les produits lorsque c’est le cas.

PR

1T 2 1|1
c) 3 2 -1|(2
-3 3 -1/{3
13
d) B 1 2 -1 &yode
2 - : A p.169

3 2

Matrice inversible

1. Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
Si une matrice A est inversible, alors il existe une matrice

Btelle que:
[al AB=0 [b] A+B=0
[c] AB=1, [d] A+B=1,
2. Calculer l'inverse des matrices suivantes.
3 2 4
a1 0 5
01 -6
6 1 0
b1 0 1
01 6
3.Soit A= [—a dJ une matrice carrée d'ordre 2.
c -

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

det(A) est égal a:

[a] ad - bc [B] ab - cd

[c] bc-ad [d] ab +cd

4. Calculer, en justifiant lorsque c'est possible et sans la
calculatrice les inverses des matrices suivantes.

o3 e

_ ofode
c)(_13 i] d)[ > 1] S & I

1 2

Systémes d’équations
2x-3y+z=8
1.Le systétme <3x+z+ y=1  apoursolutions:
4z+2y+x=-3
E]x=0;y=—2;z=1 @x=1;y=—2;z=0
2.Résoudre le systeme suivant en déterminant I'inverse
d’une certaine matrice.

{396—2}/:2

J5ode
-x+y=1

A p. 1713
Graphes

On considere le graphe suivant.

E D

A B

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
1. La matrice d'adjacence de ce graphe est égale a :

010 0
1

N = N
—_ O =
—_ o

o
O - O 4 -4

- O O O —
O O O -

N = R
o O O O o

2.Le nombre de chemins de longueur 5 reliant Aa D est :

Jhode
[a] 74 [b] 155 [c]5 [d] 42 Eﬂp.lﬂ

Suite de matrices

a
On considére deux suites définies par{ n
pour tout entier n. by =5b, =30,

=2a,+4b,

a
. n .
Soit X, = [b pour tout entier n.

n

1. Donner la matrice A telle que X, = AX,.

Jhode

€ p.178

2
2.5i X, = [3], donner alors a,.

Transformations géométriques

Soit A(2 ; -3) un point du plan, muni d'un repére d'ori-
gine O.

1. Déterminer I'image de A par la translation de vecteur

2. Déterminer I'image de A par la rotation de centre O

&yode
d'angle —3%- M p.179
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vers le supérieur

Les sept ponts de Konigsberg
La ville de Kénigsberg,

aujourd’hui appelée

Kaliningrad, en Rus-

sie posséde sept ponts

reliant les quatre par-

ties de la ville.

Le probléme est le sui-

vant : peut-on, depuis

une partie de la ville, passer par tous les ponts une et une
seule fois ?

Les ponts de Keenigsberg en 1759.

A » Etude d’exemples

1. Représenter la ville de Kaliningrad par un graphe non
orienté : un sommet par partie de ville et une aréte par pont.
Le probléme revient donc a déterminer une chaine pas-
sant un et une seule fois par toutes les arétes : on appelle
une telle chaine, une chaine eulérienne. On appelle cycle
eulérien une chaine eulérienne ou les sommets de départ
et d'arrivée sont confondus.

® @

D C D C
E E
A B A B
®D C @D C
E E
A B A B

2. a) Déterminer une chaine eulérienne pour les graphes
@etB).

b) Déterminer un cycle eulérien pour le graphe @)

c) Peut-on trouver une chaine eulérienne ou un cycle eulé-
rien pour le graphe (&) ?

3. a) Dresser le tableau des degrés de chaque graphe.

b) En déduire une conjecture sur l'existence de chaine ou
cycle eulérien dans un graphe.

B » Théoréme et conclusion

Théoréme d’Euler. Un graphe connexe :

¢ posséde un cycle eulérien si tous ses sommets sont de
degré pair,

¢ posséde une chaine eulérienne si exactement deux de
ses sommets sont de degré impair.

Nous allons démontrer ce théoréme dans le cas du cycle :
considérons un graphe connexe G ; pour un sommet s, nous
noterons s, le nombre d'aréte dont s est l'origine et s le
nombre d’aréte dont s est I'extrémité.

1. Exprimer le degré d'un sommet s en fonction de s et s
2. Supposons qu’un cycle eulérien existe, justifier que pour
tout sommets, onas; =s..

En déduire que le degré de s est nécessairement pair.
3.0n admet la propriété suivante : « Si tous les degrés des
sommets d'un graphe sont pairs, alors tout sommet a un
cycle ». Supposons que tous les degrés de G soient pairs et
qu'il nexiste pas de cycle eulérien, soit alors C un cycle de
longueur maximale.

a) Soit G'le graphe G auquel on a enlevé toutes les arétes de
C. Montrer que tous les sommets de G sont de degré pair.
b) Montrer qu'il existe un sommet s de C de degré non nul
dans G’

l‘ GUPCBEEIES Raisonner par absurde et utiliser

la connexité de G.

c) En déduire que s admet un cycle dans G; puis construire
un cycle plus long que C.

d) Conclure sur l'existence d’'un cycle eulérien.

4. 0n admet l'intégralité du théoréme d’Euler.

Conclure sur le probléme des ponts de Koénigsberg

Suites et matrices

On consideére les matrices A =

- o O
—_ O =

N —
O = =

1. En résolvant le systeme PX=Yavec X=| y |etY =|b|,
z C

montrer que P est inversible et donner son inverse.

2. Calculer P~1 AP.

3. Déterminer A" pour tout entier naturel n.

On considere les trois suites réelles (u,), (v,) et (w,) définies

par récurrence, pour u,, v, et w, des réels, par:

o VatWy
n+1 "~

2 u,

u, +w OnposeU_=|v ourn € N.
vnﬂzi"2 n.neN. P n n |P
Wn

w U, tv,
n+1 = 2

a) Déterminer une relation matricielle entre U, , et U, pour
tout entier n.
b) En déduire les limites des trois suites.



EEX] Diagonaliser une matrice
A » Un premier exemple

R . 1 2
On considére la matrice A= 1 4] .

1. Pour x un nombre réel, on pose f(x) = det(A - x/).
a) Démontrer que f est une fonction polynomiale de degré 2.
b) Déterminer les racines A, et A, de f(x), avec A, <A,

X
2.SoitX=[ )ERZ.
Y

a) Justifier que les systémes (A -4, 1,)X=0et (A-2A,1,)X=0
admettent une infinité de solutions.

b) Déterminer alors une solution X, et une solution X, de
chacun de ces systémes.

3. 0On forme alors la matrice P, dont la premiére colonne est
la matrice X, et la deuxieme la matrice X,.

a) Démontrer que la matrice P est inversible et donner son
inverse.

b) Déterminer la matrice D = P1AP.

4. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
pn=[2" O
0 3"

5. En déduire une expression de A" pour n € N.

B » Un deuxiéme exemple
On s'intéresse a lamatrice A= 1 -1 1

etonposed,=-2eth,=1.
x
6.5i X =| y |ER3, on considére le systeme (A - A, 1,)X = 0.
z
a) Etablir que ce systéme est équivalentax +y + z=0.
b) Comment interpréter cette derniére équation dans
l'espace R3?
c) Donner alors deux vecteurs sous forme de matrices
colonnes engendrant le plan d‘équation x + y+ z=0.0n
les notera X; et X,

X
7.SiX =| y |ER3 on considére le systéme (A - A, L)X =0.
z

a) Justifier que ce systéme admet une infinité de solutions.
b) Déterminer alors une solution X; de ce systeme.

8. On forme alors la matrice P, dont la premiére colonne
est la matrice X,, la deuxiéme la matrice X, et la troisieme
la matrice X;.

a) Démontrer que la matrice P est inversible et donner son
inverse.

b) Déterminer la matrice D= P~TAP.

On a ainsi pu écrire A=PDP~" ou D est une matrice diagonale
et P une matrice inversible. On dit que I'on a diagonalisé la
matrice A. Cette diagonalisation n'est pas toujours possible.

vers le supérieur

EELD Triangulariser une matrice

3

1. Pour x un nombre réel, on pose f(x) = det(A - xl,).

a) Démontrer que f est une fonction polynomiale de degré 2.
b) Résoudre alors f(x) = 0.

2. Déduire de la question précédente que le systéme
(A - L)X =0 admet une infinité de solutions. Déterminer
une solution X.

On consideére la matrice A= [_1 _1}
4

3.0n pose P = (_1 0].
2 1

a)Montrer que P est inversible et déterminer P~1.

b) Montrer que le calcul P~' AP donne une matrice triangu-

laire. On notera cette matrice T.

4. Calculer T2, T3 et conjecturer une expression de T” pour

tout entier naturel n non nul. Démontrer cette conjecture.

5. Déduire des questions précédentes la valeur de A" pour

neN’,

Quaternions Démo
On considere I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 a
1 0

coefficients complexes, noté .l (C). On note | = _ 8

J=O_1;K=0 ietL=I o..
10 i 0 0 i

A tout couple de nombres complexes (2, 2,), on associe la
. & T
matrice M(z, ; z,) = _
&

On désigne par H I'ensemble

des matrices M(z, ; z,) pour tout couple de complexes (z, ; z,).
1. Montrer que toute matrice de H peut s'écrire de maniéere
unique sous la forme al + bJ + cK + dL, ou a, b, c et d sont
des réels.

2. Montrer que le produit de deux matrices de H est une
matrice de H.

3. Le produit matriciel dans H est-il commutatif ?

EEH Ensemble des nombres complexes

s N
1. On considére la matricej = [ ]
Calculer 2 et i, 10

a
ol a et b sont des réels. On notera C” I'ensemble des matrices
de C privé de la matrice nulle.

a) Vérifier que les matrices i et /, appartiennent a C.

b) Montrer que toute matrice de C peut s'écrire de la forme
al, + bi, avec a et b réels.

a -b
2.0n note C I'ensemble des matrices de la forme (b ],

3.a) Soit Z et Z’ deux éléments de C. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que Z=2Z2".

b) Démontrer que le produit matriciel sur C* est commutatif.
c) Démontrer que tout élément de C" est inversible et
déterminer son inverse.

6 « Introduction au calcul matriciel et aux graphes
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vers le supérieur

EEEN Equations différentielles
On s'intéresse a trois fonctions du temps t : x;, x, et x;,
toutes trois dérivables. On considere le systeme différentiel
suivant:

(t)

X
x5(t)
x5(t)

(t

2x2 (t) - X3(t)
35,(t) - 2, (1)
= —2x1(t) + 2x2(l') + xz(t)

x,(t) x;(t)
1. En posant X =| x,(t) et X" = xg(t) , écrire le systeme
x5(t) x5(t)

différentiel sous forme de systéme matriciel X" = AX, ou
I'on explicitera A.

1 4 2
2.0nposeP=|1 3 -3
1 -2 2

a) Justifier que P est inversible et donner sa matrice inverse.
b) Calculer D =P 1AP.

3. On introduit la matrice colonne Y =P~X.

a) Démontrer alors en dérivant chaque fonction coefficient
que l'on obtient Y’ = DY.

b) Trouver alors les solutions de ce systeme en intégrant.
Le fait ici d'avoir une matrice D diagonale rend le calcul
plus facile.

4. En déduire les fonctions solutions X.

Matrices magiques
On appelle matrice magique une matrice carrée telle que
la somme des coefficients par lignes et par colonnes est
constante.

0o -1 1
1. Vérifier que la matrice| -1 1 0 | est magique.

1 0 -1

2. Donner une autre matrice magique de M € l,(R).

3. Justifier si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
Affirmation 1 La somme de deux matrices magiques est
magique.

Affirmation 2 Le produit de deux matrices magiques est
magique.

MPSI | ( PSCI

[ 135 | Sous-groupe
de matrice (1)
On note E I'ensemble des matrices d'ordre 2 de la forme

a+b
,0ou a et bsont des réels.
-b a-b

1. Montrer que le produit de deux éléments de E reste
dans E.

a+b b
-b a-b

2.SiA= € E, montrer que A est inversible si,

et seulement si, a = 0.

EEA sous-groupe de matrice (2)
Soit a un réel, on considére la matrice :
B cos(a) -sin(a)

MPSI

B sin(a) cos(a) '

On définit I'ensemble E ={R(a) ; a € R}.

1. Comment interpréter R(a) de maniére géométrique ?
2. Calculer R(a)R(b) pour a, b € R. En déduire que tout
produit de matrices de E appartient encore a E. Comment
interpréter ce résultat de maniere géométrique ?

3. En utilisant la question précédente, démontrer que
pour tout a € R, R(a) est inversible. Calculer son inverse et
I'interpréter de maniere géométrique.
Interpolation polynomiale Démo
On considére un certain nombre de points dans le plan
muni d’'un repere orthonormé. On souhaite dans cet exer-
cice déterminer une fonction polynomiale dont la courbe
passe par tous les points considérés.

A » Un cas trivial

Expliquer ce qu'il se passe lorsque I'on ne considere que
deux points du plan : quel est le degré de la fonction
polynomiale a considérer ? Quelle formule peut-on avoir
dans cecas?

B » Un premier exemple

On considere les points du plan (-1;2), (1;-2) et (4; 7).
On admet qu'il existe une fonction polynomiale du second
degré de la forme f(x) = ax? + bx + c dont la courbe contient
les trois points.

1. Ecrire les différentes conditions sous forme d'égalités que
doivent réaliser les trois réels a, b et c.

2. Ecrire le systéme ainsi obtenu sous forme d’'une égalité
matricielle.

3.Résoudre le systeme et donner la fonction polynomiale ob-
tenue. Que peut-on dire quand a l'unicité de cette fonction ?

C » Vers un cas général

On admet que sil'on considére n + 1 points du plan distincts,

il existe une fonction polynomiale de degré n de la forme
f)=a,x"+a, ,x"1+...+a,x" +a,

On note (x;; ) les points du plan pouri €{0; ... ; n}.

1. Ecrire le systéme de n + 1 équations dont les n + 1

inconnues sont les coefficients de f. En déduire son écriture

matricielle :

Xn In

2. Les matrices de la forme de V sont appelées matrices de
Vandermonde. On admet qu'elles sont toujours inversibles.
Que peut-on en déduire sur la fonction polynomiale de
I'interpolation ?

D » Un deuxiéme exemple
Déterminer la fonction polynomiale dont la courbe passe
par les points (- 2;10),(0;2),(1;4) et (3;12).



EELD sous-groupe MPSI
de matrice (3)

ed 0 0
Pourunréela,onposeM(a)=| 90 1 ¢/|etonconsidere
0 0 1

'ensemble E={M(a) ; a € R}.

1. Calculer pour a et b des réels le produit matriciel M(a)M(b).
2. En déduire que E est stable par produit.

3. Montrer qu’'une matrice M(a) est inversible pour tout réel
a et donner son inverse.

4. Déterminer, pour tout entier naturel n, la matrice M(a)".
On pourra émettre une conjecture et la démontrer a l'aide
d’un raisonnement pas récurrence.

m Sous anneau de matrice BCPST

On considére les matrices carrées d'ordre 2 suivantes :

A= [0 1}8 = [0 0]etC = [1 OJ. Ons'intéresse al'ensem-
0 1 0 1 00

ble E={M € {,(R) ; AM = MB}.

1.Soit M, et M, deux matricesde Eet L € R.

Montrer que :

a) la matrice nulle appartient a E.

b) A\M, € E.

AOM,+M, EE.

2
2. a) Vérifier que la matrice M = [O J estun élémentdeE.

b) Montrer que M = (a Z] appartient a E si, et seulement
c

sic=0etb=d.

Calculer le produit AC. Cette matrice appartient-ellea E ?

Equation matricielle de degré 2  (mpsi

On s'intéresse a la résolution dans .Il,(R) de I'équation
-6

X2=A,0u0A= .

-1 1

1. On considére la matrice D = [2 0] et M € M,(R) telle

que M2=D. 0 1

a) Montrer que MD = DM.

a b
c

¢) En déduire les valeurs possibles des coefficients de M.
Expliciter les quatre matrices solutions de M2 =D.

3 2

1 1)

a) Montrer que la matrice P est inversible et déterminer P,
b) Vérifier que A = PDP'.

c) Montrer que X2=A < M2 =D.

d) En déduire la forme des solutions X de 'équation X2 = A.
Donner ensuite les quatre solutions explicites de cette
équation.

e) Calculer leur somme et leur produit.

b) En posant M = , montrer alors que M est diagonale.

2.0n poseP:(

Matrices nilpotentes MPSI

On consideére I'ensemble des matrices carrées d'ordre n
A, (R) et on note I/ son élément unité. On dit que A € L (R)
est nilpotente d'indice 3 si A2 = 0 et A3 = 0. On consideére
ainsi dans la suite une telle matrice A.

Pour un réel x, on pose:

X2
E(x)=1+xA+ TAZ.

1. Montrer que pour tous réels x et y:
E(x+ y) = E(x) E(y).
2. En déduire que pour tout entier naturel n et tout réel x,

ona:
E(nx) = E(x)".

3. Démontrer que pour tout x € R, E(x) est inversible et
donner son inverse.

4.0n considére la matrice A=

o O O
o O -
O = =

a) Vérifier que A est nilpotente d'indice 3.
b) Déterminer alors la matrice E(x) pour x € R.

. N L. Démo
ET®A Matrices antisymétrique  (wpsi
On dit qu'une matrice A de J((R) est antisymétrique si
At=-A.

1.a) Que dire de la transposée d'une colonne ?

b) Soit A € M, (R) et X € Jl/tm([R). Justifier pourquoi le
produit Xt AX est possible.

2. Démontrer que A de JM,(R) est antisymétrique si, et
seulement si, pour toute matrice X € A, ,(R), X' AX=0.

Trace de matrice MPSI
On consideére une matrice A € Jl,(R). On note Tr(A)

la somme des coefficients diagonaux de A.

2 -2
1.a) On pose A = [ B ] Calculer Tr(A).

-1 7 -2
b)OnposeA=| 6 4 -2 |[. Calculer Tr(A).
1 7 3

c) Calculer Tr(/ ).

n
2.SiA= (a,.j), on écrit formellement Tr(A) = Za”.
i=1

a) Démontrer que, pour toutes matrices A et B dans ., (R) :
Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B).
b) En écrivant formellement les coefficients du produit
matriciel, démontrer que, pour toutes matrices A et Bdans
M (R) :
Tr(AB) = Tr(BA).
3. Démontrer, en utilisant les questions précédentes, que
I'on ne peut pas trouver de matrices A et B tels que :
AB-BA=1.
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Travaux pratiques

n Modele proie-prédateur T

S
855§ min Chercher
Gap® ——

LiEEy Raisonner ™

Le modele proie-prédateur est proposé en 1926, indépen-
damment par Lotka et Volterra, pour décrire la dynamique
d'un systéme biologique dans lequel seules une espéce
« proie » et une espéce « prédateur » interagissent (par
exemple : des liévres et des lynx).

Ici on va s'intéresser au modele discret : soit (u,) et(v,)
respectivement le nombre de proies et de prédateurs a
I'instant n. On a les relations suivantes :

{unﬂ =(a+1-bv,)u,

v —c+1+dun)vn

n+1=(

ou a désigne le taux de reproduction des proies ;

¢ désigne le taux de mortalité des prédateurs (ces deux

taux sont supposés constants) ;

bv, désigne le taux de mortalité des proies d( aux prédateurs (supposé proportionnel au nombre de prédateurs) ;
du, désigne le taux de reproduction des prédateurs (supposé proportionnel au nombre de proies).

On va considérer les valeurs suivantes : a= 0,09, b = 0,00001, ¢ = 0,25 et d = 0,000005.

A » Modélisation sur tableur

1. Ouvrir un tableur et créer le tableau ci-contre.

2. Renseigner les valeurs de g, b, c et d dans les cellules correspondantes.
3. Soit u, =50 000 et v, =9 000.

a) Renseigner ces valeurs dans les cases correspondantes.

b) En D2 et E2, écrire une formule pour calculer u, et v,, puis étirer ces
formules jusqu’a 300.

Le couple (50 000 ; 9 000) est appelé point déquilibre du systeme.

4, Créer un nuage de point représentant (u,)et(v,).

a) Comment évolue les deux populations lorsque celle des proies s‘éloigne du point déquilibre ?

b) Comment évolue les deux populations lorsque celle des prédateurs séloigne du point d'équilibre ?

ol|ln|o|o

c\|m.:>ww—-k

HAlwiNnp|—|O

B » Expression des suites (u,) et (v,)

1. Déterminer en fonction de g, b, c et d le point d'équilibre, c'est-a-dire le couple (U; V) tel que, pour u,=Uetv,=V,
onau, ,=u,etv,_,=v,.

2. Soit les suites (t,) et (s,) définies par t,=u,-Uets, =v, -Vpourtoutentier n.

bc ad .
a) Montrer quet, .=t - an -bts ets ., =s + ?tn +dt s, pour tout entier n.

b) Reprendre la page tableur et créer les suites (t,) et (s,) aux colonnes F et G, puis calculer bt s et dt s aux co-
lonnesHetI.

Sur le tableur, on peut constater que, pour (u, ; v,) proche de (U; V), les valeurs de bt s, et dt, s, sont négligeables

_ bc
o tn+1_tn _?sn
devant celles de t, ets,. On va donc considérer 4
a
S =S +—t

n n

t u
3.SoitT, = (S”J etX = [v"]. Exprimer T__, en fonction de T, puis X, en fonction de X .
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B Gestion de stocks

S

N4 .
TICE % ™min

Raisonner
Modéliser

Une entreprise créant des jeux de sociétés souhaite changer de fournisseur de matiéres premiéres.
Ayant besoin de carton, plastique et papier, elle a le choix entre deux fournisseurs.
e Le fournisseur A propose les prix unitaires suivants : carton : 2,99 € ; papier : 0,05 € ; plastique : 3,79 €.
e Le fournisseur B propose les prix unitaires suivants : carton : 3,11 € ; papier: 0,03 €; plastique : 3,29 €.
Pour pouvoir faire le choix, la responsable dresse la feuille de tableur suivante avec

vente par jeu).

les données déja acquises (commandes des clients, colt de main d'ceuvre, prix de

Fichier Excel
lienmini.fr/maths-e06-07

4 A | B | ¢ | o | E |F] G | v [ 1 [ 3 | kK
1| quantité de matiere premiére nécessaire par jeu quantité de jeux par commande client
12| Qm jeul jeu?2 jeu3 jeud Qc client 1 | client 2 | client 3
3 [ carton 5 10 6 8 jeul 30 10 80
4 | papier 2 1 3 4 jeu2 40 50 30
5 | plastique 3 1 0 4 jeu3 100 30 50
| 6 | coUt unitaire par matiére premiere jeud 50 30 60
7 Cm carton | papier | plastique
g | cout
unitaire
9 cout unitaire de main d'ceuvre
W Co jeul jeu?2 jeu3 jeud
11 | colit
112] cout unitaire par jeu prix de vente unitaire par jeu
13 @] jeu1 jeu2 jeu3l jeud Vv jeu1 jeu2 jeu3s jeud
14| €04t prix de vente 40 55 32 55
unitaire unitaire
15 coUt unitaire par matiere premiére recette par commande
F C client1 |client2 |client3 R client 1 | client 2 | client 3
17 | colit | colit
18
19/ cott total | | recette totale |
20 | bénéfice |

Avec cette feuille, on définit les matrices Q,,Q.C,C,CCVetR.

1. a) Le colt d'un jeu s'obtient en sommant le colt des éifférentes matiéres premiéres nécessaire avec le colit de
main d'ceuvre. Comment obtenir la matrice C. en fonction de Q,,C,etC,?

b) Comment obtenir la matrice C en fonction de Cj etQ.?

¢) Comment obtenir la matrice R en fonction de Q_ et V?

2. a) Dans un tableur recopier la feuille ci-dessus en précisant dans le tableau « coGt unitaire par matiére premiere »
les colits pratiqués par le fournisseur A.

b) En utilisant le calcul matriciel fourni par le tableur“» Dicomaths p. 246, compléter les tableaux « co(t unitaire par
jeun, «colt par commande» et «recette par commande».

) Le cot total correspond au co(it de toute les commandes de clients, de méme la recette totale correspond a la
recette de toutes les commandes. Le bénéfice correspond a la différence entre la recette et le cott.

Compléter les cases « colt total », «recette totale» puis «bénéfice».

d) En modifiant le tableau « cot unitaire par matiére premiere », déterminer quel fournisseur l'entreprise devrait
prendre pour avoir le plus de bénéfices.

3. Déterminer quel fournisseur choisir dans les cas suivants.

a) Lentreprise recoit la commande d’'un nouveau client désirant : 50 jeux 1, 70 jeux 3 et 90 jeux 4.

b) Lentreprise décide de créer un nouveau jeu (jeu 5) nécessitant 10 feuilles de carton, 10 plaques de plastique et
30 billes en verre. Les fournisseurs A et B peuvent fournir des billes au prix unitaire de 0,05 € pour A et 0,13 € pour B.
Le jeu 5 coUterait 89 € et tous les clients souhaiterait en commander 15 chacun.

6 « Introduction au calcul matriciel et aux graphes
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| nternet est un réseau de réseaux : une multitude de machines (clients et
serveurs) reliées entre elles principalement par des cables. Lorsque l'on entre
I'adresse d’un site Internet, I'information circule a travers les cables via les
routeurs jusqu‘au serveur contenant la page demandée.

Dans le moteur de recherche Google, les mots clés inscrits permettent d’'obtenir
une grande quantité de liens vers des pages du web.

Comment trouver les pages web qui correspondent
a la requéte d’un utilisateur ? D TP1p. 234

Au cceur de Google : PageRank
lienmini.fr/maths-e07-01




W Les rendez-vous
Prérequis

lienmin.fr/maths-e07-02 Sesamath

| B Effectuer un calcul matriciel

2 3 4 -
1.SoitA=( 1 0] etB:( 5].CalculerA+B;A—Bet2A—3B.
- 2
T 0 2 -1 10|[1 -4
2. Calculer 2 3|2 ;(3 -2 4) 3 4 -2]et .
-5 2| - l 2113 l
4 5 3 2 3

¥ Résoudre un systéeme
Résoudre les systemes suivants par la méthode de son choix.

. 2x+3y-2z=5
OO = 2x+3y=11
AOOOOOOOO0S - a) b){6y-3x-2z=11

4y-8y=36
Il 'l 'l .l 'I .l.l'.l"l‘i’i*i'i'? ¥ J y

'l' | - Illllll.t.t'i‘t‘ |

8z+7y+4x=18

. wrhee s ) Calculer une probabilité :
-

XN .‘d’:. Soit deux événements A et B tels que P(A) = 3 P\ (B) = 3 B
: N o B A<_
kbR hE wh A etP(AﬂB):g. B
1. Compléter I'arbre de probabilité pondéré ci-contre. B
2. Déterminer P(A N B) et P(B). A < _
B

3. En déduire Py (A).

'Y Appliquer la formule de la probabilité totale
Dans une population, on estime la probabilité de naissance d’une fille a 0,48.
Des statistiques portant sur une maladie dénotent que 2 % des filles et 1%
des garcons présentent a la naissance cette maladie. On choisit au hasard
un nouveau-né dans cette population ; on note M I'événement « I'enfant choisi
est malade » et F I'événement « I'enfant choisi est une fille ».
1. Calculer les probabilités P(M N F) et M N F).
2. On rappelle qu'un systeme complet d'événements de l'univers est une
famille d’événements deux a deux disjoints et dont la réunion donne l'univers.
Justifier que les événements F et F forment un systéme complet de 'univers.
3. Si une famille d'événements (A <i<n forme un systeme complet d'évé-
nements et B un événement, le théoréme de la probabilité totale énonce
I'égalité :

PB)=PBNA,)+PBNA)+..+PBNA).

Calculer la probabilité que I'enfant choisi soit malade.

) Manipuler des graphes orientés
On consideére le graphe G ci-contre. E D
1. a) Donner l'ordre et dresser le tableau
des degrés des sommets de G. F c
b) En déduire le nombre d’arcs de G.
2. a) Déterminer un chemin de longueur A B
4reliantAaF
b) Déterminer un circuit de longueur 7.
3. Déterminer la matrice d'adjacence associée a G.

7 » Chaines de Markov 201
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%
Algo 45§ min

—ap
n Parcourir des chemins dans un graphe pondérée

A » Graphe pondéré

On considére le réseau Internet ci-contre. I
Chaque sommet correspond a une ville, abritant au moins un

serveur et un routeur. NY

On connait de plus les temps de transmission par ligne : D P
¢ 1 ms pour les lignes S-D, LA-D et P-|,

e 2. ms pour S-LA ; 4 ms pour C-M et NY-C,
¢ 5ms pour C-D; 7 ms pour I-NY,

LA
¢ 8 ms pour LA-M et 10 ms pour P-M.

1. Dans le graphe, ou serait-il pertinent de placer les temps de
transmission ? Les placer.

2, De Paris (P), un utilisateur souhaite accéder a une page
contenue dans un des serveurs a Seattle (S).

a) Faire une liste de tous les chemins possible (sans passer deux
fois par la méme ligne) de P a S.

b) Pour chacun d’entre eux, noter le temps total de transmission.
Quel est le chemin optimal ?

B » Algorithme de Dijkstra-Moore : recherche du plus court chemin
On considére le graphe ci-contre et on cherche le plus court chemin

entre P et S. L'algorithme de Dijkstra-Moore réduit le temps de re- 1 2 8
cherche par rapport a la méthode utilisée dans la partie A. s I
Le début de l'algorithme est consigné dans le tableau ci-dessous. ‘ :
L'origine du chemin est P. X o

e Ligne 1 : pour chaque sommet adjacent a P, écrire le poids de I'aréte

et P entre parenthéses ; si le sommet n'est pas adjacent a P, écrire oo,

e Ligne 2 : remplacer P par le sommet adjacent de poids minimal de

laligne 1:1. Ecrire le poids total du chemin depuis P et | entre paren- LA 5

théses pour chaque sommet adjacent a | ; écrire o si le sommet n’est M
pas adjacent al.

e Ligne 3 : écrire le minimum de chaque colonne.

10

1. a) Pourquoi a-t-on choisi de passer par | a la ligne 2 ? A quoi correspond le nombre 9 dans la case «9(I)» ?

b) A la ligne 5, pourquoi

! Sommet P |1 (o) NY C D | M LA | S
a:t—on conservé «9(I)» plu- 1 | Depuis P CP) = o " = 1 10) — T2
tot que «10(NY)» pour la [>T pepuis P en -
colonne dusommet O ? passant par | ) 8() e ® o © | ©
¢) Quel sommet va-t-on | 3 [ Minimum
choisir pour la ligne 6 ? depuis P o0 - - i I
Pourquoi ? 4 | DepuisPen //

PassaW 10(NY) 12(NY) [ o o © | @
2. Recopier ce tableau et NY
puis le terminer pour 5 | Minimum
obtenir le chemin le plus depuis P 0 b Il I I
courtentre P et S. 6
L = Cours 1 p. 204
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B Modeliser |I'évolution d'une épidémie

On s'intéresse a I'évolution d’'une maladie dans une population. Cette population se répartit en trois états :
les individus sains et non immunisés (état 1) ; les individus immunisés (état 2) et les individus malades (état 3).
On discrétise le temps pour s'intéresser aux instants: 0, 1, 2, .., n, ... avecn € N.

¢ La moitié des individus de I'état 1 a l'instant n reste saine a l'instant n+ 1 ; alors que I'autre moitié tombe malade.
e Parmi ceux qui sont immunisés a l'instant n, 5 % se retrouve dans l'état 1 l'instant d’apreés et les autres restent
immunisés. 25 % des malades restent dans cet état de l'instant n a l'instant n + 1. Les autres guérissent et de-
viennent immunisés.

¢ Avant I'épidémie, a l'instant 0, tous les individus sont supposés sains.

A chaque instant n, on choisit au hasard un individu dans la population et on note X, I'état dans lequel cet individu
se trouve.

1. Les ensembles images des variables aléatoires X, dépendent-ils de n ? Donner alors cet ensemble.

2. Préciser toutes les probabilités conditionnelles qui interviennent dans I'énoncé.

3. Représenter le modeéle d'évolution par un graphe pondéré de sommets 1, 2 et 3.

4. Pour n € N, on note i, la matrice ligne donnée par nt, = (P(Xn =1 P(X,=2) P(X, = 3)). Cette matrice
correspond ainsi a la loi de la variable aléatoire X .

a) Préciser la matrice .

b) En utilisant la formule de la probabilité totale donner P(X 3), chacune en fonction

n+1 =
de P(X,=1), P(X = 2) et P(X = 3).
c)En déduire une relation entre 7t , et T, que l'on écrira sous forme matricielle.
“» Cours 2 p. 206, 3 p. 208 et & p. 210

1), P(X,,,=2) et P(X,

n+1=

_ J
Y
308 min
¥

B Prévoir grace aux états invariants

Des employés d’'une entreprise ont le choix entre trois navigateurs Internet : SearchPlus, FastFound et EasyNavig.
D'aprés une étude réalisée sur les années antérieures il apparait que, chaque année :

e parmiles employés ayant choisi SearchPlus, 10 % d'entre eux restent sur ce navigateur et 60 % changent pour FastFound ;
e parmi ceux ayant choisi FastFound, 20 % changent pour SearchPlus et 40 % prennent EasyNavig ;

e parmi ceux ayant choisi EasyNavig, 75 % ne changent pas et 20 % prennent FastFound.

A » Etat initial particulier
En 2019, 10 % des employés utilisentSearchPlus et 30 % des employés utilisentFastFound.

1. Justifier que la présente situation peut étre modélisée par une chaine de Markov et donner sa matrice

de transition Q dans l'ordre des états.

2. Tracer le graphe probabiliste associé, puis donner I'état initial 7,

3. Quelle sera la répartition des navigateurs en 2020 ? En 2021 ? Que constate-t-on ?

4, Le constat est-il le mémessi I'état initial estr=(0,2 0,5 0,3) ? Cet état est appelé état invariant pour la distribution.

B » Observation sur le long terme

En 2019, dans une entreprise similaire avec les mémes observations, 40 % des employés utilisent SearchPlus et
50 % des employés utilisent FastFound.

1. Observer la répartition sur les années 2020, 2025, 2030 et 2040. Que remarque-t-on ?

2. Effectuer les mémes observations avec la distribution initiale (@ b ¢),oua+b+c=1.

A-t-on le méme constat ? Quelle conjecture peut-on faire sur I'‘évolution des états a long terme ?

=~ Cours 6 p. 214
§ - )
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Q Graphe ponderé

Parcours dans un graphe pondéré G 4

¢ On dit qu'un graphe est pondéré si chacun(e) de ses arétes (ou arcs) 21 10
est affecté(e) d'un nombre positif. E 15 B

¢ Dans un graphe pondéré, le poids d’une chaine (resp. d’'un chemin)
est la somme des poids des arétes (resp. arcs) qui composent la chaine
(resp. le chemin). 7

Exemple

11
Dans le graphe ci-contre, la chaine G-F-C-D-E est une chaine reliant Ga E D

de poids4+5+ 11 + 8, soit 28.

Algorithme de Dijkstra-Moore
On cherche le plus court chemin entre une origine D et un autre sommet du graphe. Chaque sommet est
marqué par le poids du plus court chemin conduisant de l'origine a ce sommet.

1. Initialisation. On fixe la marque de D a 0.

Marquer chacun des sommets adjacents a D par le poids de I'aréte joignant ce sommet a D.

Marquer les autres sommets par .

2. Marquage. Regarder tous les sommets de marque non fixée et repérer celui qui a la plus petite marque
pour la fixer : on note X ce sommet.

3. Exploration. Pour chaque sommet Y de marque non fixée adjacent a X, calculer la somme de la marque
de X avec le poids de I'aréte reliant X a Y.

4. Décision. Si cette somme est inférieure a la marque Y, remplacer la marque de Y par cette somme en
indiquant entre parenthéses la provenance de cette nouvelle marque optimale.

5. Itération. Recommencer a partir de 2. jusqu’a avoir parcouru tous les sommets et exploré tout le graphe.

6. Fin de I'algorithme. Toutes les marques étant optimales, la marque fixée du sommetY est le poids
d’une plus courte chainereliantD a Y.

(CRemarque On peut placer les itérations successives au fur et a mesure dans un tableau. On peut aussi
dessiner sur le graphe les marques au fur et a mesure de I'avancée dans l'algorithme.

. 18 15 Koo
Exemple 8 10
Sur le graphe ci-contre, on cherche le chemin de poids @D 3 s Too
minimal reliantDaT.
Sur la premiére ligne : il D le point traité est marquéao; 10 8
J10 7 Soo

| est lié a D par un chemin de poids 8 d'ou «8(D)» dans la
colonnel; ﬂ K et D ne sont pas adjacent, d'ou « o » dans la colonne K.

Sur la deuxiéme ligne: ﬂ on traite le sommet de coefficient minimal sur la ligne précédente soit I.
ﬁ On afixé la marque de J.

ﬁ 22 est un poids plus petit que 23

D | J K S T

Depuis D(0) 0 8(D) ﬂ 10(D) © ﬂ © ©

Depuis I(8) ﬂ 23() o w

Depuis J(10) 17(J) o0
Depuis S(17) 22(S) 25(S)
Depuis K(22) 0 8(D) 10(D) 22(5) ﬁ 17(J) 25(S)
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Enoncé
On considére le graphe ci-contre.
Déterminer le chemin de poids minimal reliantDaT.

i Solution

On applique I'algorithme de Dijkstra-Moore.

1. Initialisation. Fixer la marque en entourant le poids (c'est-a-dire
la marque fixée a 0) pour le sommet de départ.

Marquer chacun des sommets adjacents a D par le poids de |'aréte
joignant ce sommet a D : écrire la marque de 1 a 8, deJ a 10.
Marquer les autres sommets par < : K, Set T.

2. Marquage. Regarder tous les sommets de marque non fixée
(non entourée), et repérer celui qui a la plus petite marque pour
la fixer : ici c’est |, donc pour fixer la marque, on entoure la marque de I.

3. Exploration. Pour chaque sommet de marque non fixée, adjacent a |,
calculer la somme de la marque de | avec le poids de |'aréte le reliant a I.
J:8+3 =11, moins bon que 10 déja marqué : donc on ne fait rien sur J.
K:8 + 15 =23, on écrit 23(l).
4. Décision. Si cette somme est inférieure a la marque jusque-la
inscrite, remplacer la marque du sommet par cette somme en indiquant
entre parenthése la provenance de cette nouvelle marque optimale.
5. Itérations. On recommence a partir de 2. jusqu'a avoir parcouru
tous les sommets et exploré tout le graphe.

2. Marquage. On fixe la marque de J a 10.

3. Exploration. Sommets adjacents a ] de marque non fixée :

4. Décision.S: 10 + 7 = 17, on écrit 17()).

2. Marquage. On fixe la marque de Sa 17.

3. Exploration. Sommets adjacents a S de marque non fixée:

4. Décision. K: 17 + 5 = 22, mieux que 23, on écrit 22(S).

T:17 + 8 = 25, on écrit 25(S).

2. Marquage. On fixe la marque de K a 22.

3. Exploration. Sommets adjacents a K de marque non fixée : T.

4. Décision T: 22 + 10 = 32, moins bon que 25 : on ne fait rien.
6. Fin de I"algorithme. Ainsi, le plus court chemin entre
les sommets D et T a pour poids 25 obtenue par la trajectoire DJST,
en lisant les schémas dans le sens inverse avec les sommets notés
entre parenthéses.

A vous de jouer ! [V
Pour les exercices

et ﬂ ,on considere
le graphe ci-contre.

poids

poids

(résolus

| 15 K
8 10
D 3 5 T
10 8
J 7 S
18 15 Koo
o 8 10
3 5 Teo
10 8
J10 7 S0
® 15 K23(1)
o 8 10
3 5 Teo
10 8
J10 7 Seo
®I 15 K23(1)
o 8 10
3 5 Jlice
10 8
J 7 S170))
®I 15 K22(S)
@D 8 10
3 5 T25(S)
10 8
® 7 O
®! 15 @)K
5 8 10
© 3 5 T25(S)
10 8

J 7

minimal reliant Aa C.

minimal reliant D a C.

a»s

Déterminer dans le graphe ci-contre le chemin de

ﬂ Déterminer dans le graphe ci-contre le chemin de

) Exercices 30 432 p. 220
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e Chaines de Markov

bEM Variable aléatoire

On considére un espace sur lequel on choisit une probabilité P.

Une variable aléatoire discréte X sur cet espace est une fonction de lI'univers des possibles Q dans
I'ensemble image E = X(Q), ou E est dénombrable.

(CRemarque Sil'on s'intéresse a I'état d'un systéme en fonction du temps, étudié en certains instants,
on introduit une suite de variables aléatoires (X)), pour n € N, ou X désigne I'état du systéme a l'instant n.

® Exemple

On considére une urne contenant deux boules noires et deux boules blanches. On effectue des tirages
successifs de la maniére suivante : on tire une boule au premier tirage, puis au deuxiéme tirage on préléve
une boule et on remet ensuite la boule prélevée au premier tirage ; au n-ieme tirage, on préléve une boule
et on remet ensuite la boule prélevée au (n - 1)-ieme tirage.

Sion note état 1 pour blanche, état 2 pour noire et X, Iétat de la boule prélevée au n-ieme tirage, alors la suite
(X,), pour n € N, est une suite de variables aléatoires a valeurs dans le méme ensemble image E={1; 2}.

Chaines de Markov

On considére une suite de variables aléatoires (X)) définies sur un méme espace fini muni d’'une
probabilité et a valeurs dans un espace E fini. On dit que la suite (X,) définit une chaine de Markov si :
pour tout entier naturel n et toutes valeurs e, e,, e,, ..., €, ; € E, la probabilité de I'événement (X, ., =e, ;)
sachant les événements (X, =e,), (X,_, =e,_,), ..., (X, = e;) ne peut dépendre que de I'événement
(X,=e,) etdelavaleurdee,,,, cest-a-dire des valeursden, e ete

= P(X" =en)(xn+1 = en+1)‘

n+1 :
P(x" =e, )N N(Xy= eo)(x"'” = en+1)

(CRemarque Autrement dit si X, correspond a la position d’un systeme a l'instant n, alors la position suivante

ne dépend que de la position a lI'instant n, pas de ses positions passées. L'état futur ne dépend que de I'état

présent, pas des états passés.

® Exemples

(D) Dans l'exemple précédent, si une boule noire a été prélevée au n-iéme tirage, la probabilité de tirer une

boule noire au (n+1)-iéme tirage est de 1 ; on connait ce que contient I'urne au (n+1)-iéme tirage de par le

3

tirage précédent uniquement. Si X, désigne I'état de la boule au n-ieme tirage, alors la suite (X, ) définit ainsi
une chaine de Markov.

(2) Une suite de variables aléatoires indépendantes est une chaine de Markov.

(CRemarque Un grand nombre de phénomeénes sur un systéme ne peuvent pas étre modélisés par des
expériences aléatoires indépendantes. Les chaines de Markov permettent d'étendre des résultats a des
expériences qui dépendent les unes des autres dans une moindre mesure. Leur introduction est due au
mathématicien russe Andrei Markov, a la fin du xix® siecle.

Espace d'états

On appelle espace d’états d’une chaine de Markov (X,), l'espace image E des variables aléatoires X, .

Exemple

Sur un plateau un certain nombre N de boules noires et blanches roulent. Dés que deux d'entres elles

se touchent, elles changent de couleur. Pour tout n € N, on suppose qu'entre chaque instantnetn+1,
exactement deux boules se touchent. Le nombre de boules noires a linstant n, X, est une variable aléatoire
et la suite (X,) est une chaine de Markov d'espace détats E={0; 1;...; N}.
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2 Justifier le caractere markovien d'une suite de variables aleatoires

Enoncé
1. Un poisson nage dans un aquarium. Celui-ci est constitué de deux bocaux
numérotés 1 et 2. On discrétise le temps afin de déterminer la position X,
du poisson a l'instant n, pour n € N.
On suppose que, s'il se trouve dans le bocal 1, il y reste l'instant suivant avec
une probabilité de 0,4. S'il se trouve dans le bocal 2, il y reste l'instant suivant
avec probabilité de 0,7.
Justifier que la suite (X,) est une chaine de Markov dont on précisera l'espace
d’états. Donner les probabilités conditionnelles qui interviennent.

2. Pour s'entrainer, un sportif effectue des allers-retours vers trois points possibles de son origine. Cela lui donne
trois parcours numérotés de 1 a 3 dans l'ordre de longueur.

Il court de la maniére suivante : s'il effectue le parcours le plus long, il choisira la fois d’aprés I'un des deux autres de
maniére équiprobable On note X, le parcours choisi au n-ieme aller-retour.

a) Justifier que la suite (X)) est une chaine de Markov dont on précisera l'espace d'états.

b) On prend en compte la fatigue : plus n devient grand, plus la probabilité de choisir un chemin court est grande. Le
modeéle de chaine de Markov reste-t-il pertinent ?

) A présent, si le sportif a pris trois fois de suite le parcours le plus long, il choisit de maniére équiprobable I'un des
deux autres et s'il a choisi le chemin numéro 2 trois fois de suite, alors il choisit avec certitude le chemin le plus court
la fois d’ensuite. Peut-on encore parler de chaine de Markov ?

1.Pour tout n € N, I'ensemble image de X _est{1;2}. ~  ..c.cccceeeee Conseils & Méthodes NN

Les probabilités que, dans le futur, le poisson se trouve
dans un bocal ne dépendent que de sa position a I'instant présent,
et ce de la maniére suivante :

Le caractére markovien d'une suite de variables
dépend des hypotheéses sur les probabilités.

Les probabilités dans une chaine de Markov
peuvent dépendre de I'entier n.

=2)=0,6;
P(anz)(Xn+1 =2)=0,7 et P(anz)(Xn+1 =1)=0,3. (X ) est bien une chaine de Markov .....................................

2. a) Quel que soit n € N, les valeurs possibles de la variable aléatoire sont les valeurs de I'ensemble {1 ; 2 ; 3}.
Les probabilités de choisir un parcours au (n + 1)-iéme aller-retour ne dépendent que du choix du n-iéme parcours.
(X.) est donc une chaine de Markov d'espace d'états {1;2; 3}.

pour un entier n, F’(Xn=1)(X =1)=0,4; P(Xn=1)(X

n+1 n+1

b) Les probabilités dépendent maintenant de I'indice n, mais elles restent indépendantes des choix de chemins précédents,
on peut toujours parler de chaine de Markov.

c) Les probabilités de choisir un parcours au (n + 1)-iéme aller-retour dépendent du choix des trois parcours précédents et
non pas uniquement du choix du n-iéme : ce n'est plus une chaine de Markov.

A vous de jouer ! [V

Tous les jours, Noé envoie un message a I'un de ses 53 Une montre est détraquée. A chaque seconde,
trois amis, jamais deux fois de suites au méme mais de I'aiguille passe d'un chiffre & un chiffre voisin de maniére
maniére équiprobable aux deux autres. Justifier que I'on équiprobable. On note X, la position de I'aiguille aprés n
peut parler d'une chaine de Markov. secondes. Peut-on parler de chaine de Markov ?
Un éléve doit répondre a une série de questions. B3 un éleve révise une lecon tous les jours, de maniére
A chaque fois, il peut tricher. S'il triche une fOiS,i2| recom- aléatoire mais sans jamais reprendre deux jours de suite
mence la fois d’aprés avec une probabilité de < ; s'il ne la méme. Peut-on adopter un modéle de Markov ?
3 . o
triche pas, il continue avec une probabilité de 0.5. Donne‘r des conqmons sur la .S|tua?t|on pour perdre le
\ caractére markovien de cette situation.

Peut-on adopter le modéle de Markov ?

) Exercices 33 a 35 p. 220
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e Matrice de transition d’une chaine de Markov

Chaines homogénes

On considére une chaine de Markov (X,) d'espace d'états E={e;; 1 <i=< N}

On dit que (X,) est homogéne si, pour tout entier naturel n ettous 1 </, j< N, la probabilité de
l'événement (X, , = ej) sachant I'événement (X, = e) estindépendante de n.

DEE Matrice de transition

Si le nombre Py —e)( Xy = ej) ne dépend pas de n, on le note Q(i, j) et on l'appelle probabilité de

n+1
transition de la chaine homogéne (X, ).

La matrice Q= Q(i, j) d'ordre N est appelée matrice de transition de la chaine de Markov.

(CRemarque La probabilité que la chaine de Markov passe de I'état e; a I'état e est donc égale au coefficient

(i, ) de la matrice de transition.

® Exemples
(D Une puce se déplace sur les sommets d'un triangle sans rester statique. A chaque
saut elle se retrouve sur un autre sommet de maniere équiprobable. Si X, désigne 0
la position de la puce apres n sauts, alors la suite (X,) est une chaine de Markov dont 1
les trois états sont les sommets du triangle et de matrice de transition Q ci-contre. Q= 3
(2) Soit une chaine de Markov modélisant I'évolution d'une particule possédant deux 1
2

états dont la matrice de transition est [0’75 0’25].

0,25 0,75

Alors la probabilité que la particule change d'état entre deux instants successifs donnés est 0,25.

Matrice stochastique

o N|=

N =

O Nl= N|=

On appelle matrice stochastique d’'ordre n toute matrice carrée de taille n dont la somme des coefficients

de chaque ligne est égale a 1.

OIGECN Caractérisation d’une matrice de transition

La matrice de transition d'une chaine de Markov est une matrice stochastique.

@ Démonstration N N

N P
Onfixei € {1;...;NLY.Ql )= Y Py —o)(Xpir=€))= 2, (X, —
j=1 j=1 ’ j=1 n=F¢

De plus, la famille ((Xn+1 = ej)) forme une partition de l'univers, ainsi, d'aprés la formule de la
<N

=j=
N
probabilité totale, ona P(X, =€) =Y P((Xn =e)N(X, ;= ej)).
j=1
N 1 N
Finalement, > Q(i , j) = X o) P((X, =e)N(X, g =e)))=1.

j=1 (X, =e)i5

bl Distribution initiale

On appelle distribution initiale de la chaine de Markov la loi de la variable aléatoire X,

Notée m,, on la représente par une matrice ligne : 7t, = (P(X0 =e)) P(X,=e,) P(X,=ey )).
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Determiner une matrice de transition d'une chaine de Markov

Enoncé
Dans un lycée, la salle de reprographie contient deux photocopieuses pouvant tomber en panne de maniéere

. . , . . ey | . .
indépendante I'une de I'autre dans la journée avec une probabilité B On suppose que si une machine tombe en

panne, elle est réparée dans la nuit mais que I'on ne peut réparer qu'une seule photocopieuse en une nuit. On note
X, le nombre de photocopieuses encore en panne au matin du n-ieme jour.

1. Justifier que la suite (X)) forme une chaine de Markov homogeéne.

2. Déterminer sa matrice de transition.

il Solution

| Conseils & Méthodes |8

Une chaine (X,) est
homogeéne lorsque les
probabilités conditionnelles
ne dépendent pas de n.

1. Le nombre de photocopieuses en panne le lendemain matin (n + 1) aoee
ne dépend que de ce nombre le matin méme (n) ainsi que des pannes ]
éventuelles dans la journée (n).

De plus, les probabilités conditionnelles ne dépendent pas du nombre
de jours passés. (X ) est donc une chaine de Markov homogene (n + 1)

L'espace d'états de cette chaine est E={0; 1}; [ en effet, si dans
une journée les deux photocopieuses tombent en panne, |'une sera réparée le

lendemain matin.

ﬂ Lorsque la chaine admet
deux états (resp. 3 états), la
matrice de transition est de
taille 2 x 2 (resp. 3 x 3).

2. Calculons les probabilités conditionnelles au matin n + 1. Sececscscsesesesesescscscsnscne

e Sachant qu'aucune photocopieuse n'est en panne le matin n.

— Probabilité qu'aucune photocopieuse ne soit en panne le matin n + 1 : soit une seule photocopieuse est tombée en

panne dans la journée n et a été réparée dans la nuit, soit aucune photocopieuse n'est tombée en panne dans la journée n :

2. 12 2 4 4 8
for-0na=00=2x3 x50 3x3=545 =g
— Probabilité qu'une seule photocopieuse soit en panne le matin n + 1 : les deux photocopieuses sont tombées en panne la

journée n, une seule est réparée :
11
P(X 0)(Xn+1 1)

— X — p—
3 9
e Sachant qu'une photocopleuse est en panne le matin n.

— Probabilité qu'aucune photocopieuse ne soit en panne le matin n + 1: I'autre n'est pas tombée en panne la journée n :

(résolus

Fx =K =0)=7

— Probabilité qu'une seule photocopieuse soit en panne le matin n + 1 : I'autre est tombée en panne la journée n :

1
P(Xn=1)(Xn+1 =)= 3

Finalement, la matrice de transition de (X)) est Q =

WI|N 0|
W[—= 0=

A vous de jouer ! [V
Syode

- Reprendre I'énoncé de 5& en supposant cette fois
qu’une machine n'est réparée que le lendemain matin.

n On considere une chaine de Markov (X,) d’espace
d'états {1 ; 2} et dont la matrice de transition est donnée

parQ = [0 >

:2)
0,2 0,8

n+1

,5
] Donner les probabilités £ X =) (X

et P(anz)(Xn+1 =1).

n On considere une chaine de Markov (X,) d’espace
détats {1;2; 3} et dont la matrice de transition est donnée

0,2 03 05
par Q=[0,4 0,2 0,4|. Donner les probabilités
01 0,7 0,2

=2).

n+1

Fix =0 (X1 =3), Fix,=3(Xns = et Fx =X,

) Exercices 36 a 42 p. 220

7 » Chaines de Markov

209



Cours

° Graphe associé a une chaine de Markov

Graphe probabiliste

Un graphe probabiliste est un graphe orienté et pondéré tel que, pour chaque sommet, la somme
des poids des arcs issus de ce sommet vaut 1.

Graphe associé a une chaine de Markov

On considére une chaine de Markov homogéne (X,) d’espace d’états E={e;; 1 < i< N}.

Si Q est la matrice de transition de (X ), on peut associer a cette chaine de Markov un graphe probabiliste :
les sommets de ce graphe sont les états e; et, pour 1 <i,j< N, l'arc e;e; est affecté du poids Q(i, j).

(CRemarque On peut définir une chaine de Markov par son graphe et en déduire ensuite la matrice de transition.

¢ Exemples

(D On dispose de deux urnes A et B. Lurne A contient au départ deux boules : une noire et une blanche.
A chaque étape, on choisit au hasard une boule et on déplace la boule choisie dans l'autre urne.

On désigne par X, la variable aléatoire représentant le nombre de boule dans I'urne A a l'instant n.

(X,) est bien une chaine de Markov car le nombre de boules dans I'urne A a linstant n+ 1 ne dépend que
du nombre de boules dans l'urne A a l'instant n. Lespace d’états de cette chaineest E={0; 1; 2}.

e Sia l'instant n, I'urne A ne contient pas de boule, elle en contiendra une a l'instant n + 1.
e Sia l'instant n, I'urne A contient une boule, elle en contiendra soit aucune (avec une probabilité 0,5) soit

deux (avec une probabilité 0,5) a l'instant n + 1.

e Sialinstant n, l'urne A contient deux boules, elle en contiendra une a l'instantn + 1.

Ces probabilités ne dépendant pas de l'instant n, (X)) est une chaine de Markov homogéne.

La distribution initiale de cette chaine estty=(0 0 1) carl'urne A contient les deux boules au départ.
Les hypothéses se traduisent en termes de probabilités conditionnelles de la maniére suivante :

] . 1
‘D(Xn=i)(Xn+1 =j)=0pourtoutic€{0;1 ;2};P(Xn:0)(Xn+1 =1)=1 ;P(xn:1)(Xn+1 =0) :E;,J(Xn=2)(xn+1 =1)=1
0O 1 O
On en déduit que (X,) a pour matrice de transitonQ=| 0,5 0 0,5|.
0O 1 O

La description des transitions précédente peut se résumer par le graphe ci-dessous :

(2) On considére le graphe probabiliste ci-contre.

0,3 0.7 05
On note X, la variable aléatoire correspondant au sommet du ° G
graphe al'instant n.

0,5
Les sommets A et B sont les états de la chaine de Markov (X,).

On considere la matrice de transition de (X)), dans l'ordre A, B.
Chaque arc correspond donc aux probabilités conditionnelles suivantes :

Q(1r 1)=P(X":A)(Xn+1 =A)= 013;0(1:2):"3()(":/\)()( :B):0:7;O(21 1)=P(Xn=B)(X

n+1

=A)=0,5

n+1

0,5 0,5

0,3 0,7
etQ(2,2) =Ry _g)(X,,q =B)=0,5.Finalement, on obtient Q = [ ]
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= Manipuler un graphe et une matrice de transition

Enoncé

1. Donner, pour chacun des cas suivants, le graphe associé a la matrice de transition Q.

a) Q est la matrice de transition d’une chaine de Markov

adeuxétats:e, =Aete,=B.Q= [0'65 0'35] .

0,20 0,80

b) Q est la matrice de transition d’'une chaine de Markov a trois états :

0o 1 O
e, =0,e,=Tete;=2.Q=(0,6 0 0,4|.
0o 1 0

0,60

0,50

0,80

0,50

2. Le graphe ci-dessus représente une chaine de Markov. Préciser son espace d'états et donner sa matrice de transition.

il solution

1. Les sommets des graphes sont les états ﬂ et on construit les arétes ee; de poids Qi , j). ﬂ

a) b)
=) o 0T 0
0,20 06 1

2. Le graphe représente une chaine de Markov a trois états : A, B et C.

Sil'on note Q la matrice de transition dans |'ordre A, B et C
onaalors: Q(1,1) = Px -y Xy =A)=0; ﬂ

Q(1,2)=Ry (X, =B)=0,50;Q(1,3) =Ry _5(X,,=C)=0,50;
Q2N =Fy (X, =A)=0,25; Q(2,2) =Py )Xy =B)=0,60;
Q2,3)=FRy g)(X,, =C) =015, QB D =Fx )X, =A)=0,20;
QB,2)=FRy )X, =B)=0,QB,3) =Ry )(X,;=C)=0,80.

0 05 05
D'ouQ={025 06 0,15
020 0 0,80

A vous de jouer ! Jl.

Donner la matrice de transition associée a la chaine
de Markov dont les états sont 0, 1, 2 et dont le graphe est :

1 0,65
0,35 1

m On consideére une chaine de Markov (X,) d'espace
détats {A ; B; C} et dont la matrice de transition est don-
0,2 03 0,5
néeparQ=|0,4 0,2 04|
01 0,7 0,2
Dresser le graphe associé a cette chaine de Markov.

Conseils & Méthodes

ﬂ La taille de la matrice nous indique le
nombre de sommets du graphe.

ﬂ Lorsqu’une probabilité est nulle, il n'y a pas
d’aréte reliant les sommets.

Les poids sur les arétes du graphe
correspondent aux probabilités
conditionnelles.

m Soit une chaine de Markov pour laquelle sont don-
nés la matrice de transition Q et le graphe ci-dessous, tous
deux incomplets. Utiliser les informations présentes pour

0,4
les compléter.Q=|.. 0,2

) Exercices 43 a 46 p. 221
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e Distribution de transition

Distribution de transition en m étapes

(X,,) est une chaine de Markov homogeéne de matrice de transition Q etavecE={¢;; 1 <i<N}.

Soit m € N*. La probabilité que la chaine de Markov passe de I'état e;alétat e;enm étapes est égale

ala probabilité de passer de I'état e; a un état e, en une étape puis de passer de e, a e;enm- 1 étapes.
N

Pourtoutn EN:Py _, (X, =€;)= Y al, KPPy _e\(Xpim_1=8;)-
k=1

® Démonstration

On montre par récurrence sur m € N” que la probabilité de passer de I¢tat e;a
I'état eenm étapes ne dépend que dej,jet m. Démonstration

s
et L. . P . N Lienminifr/maths-e07-04  [&] 3
Initialisation : sim =1, c'est la définition d’une chaine de Markov homogene.

Hérédité : supposons que pour m = 1, la propriété soit vraie.

D'aprés la formule de la probabilité totale, la probabilité de passer de I'état e; a
I'état e;en m + 1 étapes se décompose comme somme sur les différents états e,
des termes Q(/, k) multipliés par la probabilité de passer de Iétat e, a Iétat eenm étapes.

Ce dernier terme ne dépend par hypothése de récurrence que de k, j et m, on peut le noter

P(X"=ek)(Xn+m = ej )

On obtient la formule de récurrence.

Conclusion : la propriété est vraie au rang m= 1 et pour tout entier naturel non nul, elle est héréditaire.
Ainsi la propriété est vrai pour toutm € N".

Distribution en m étapes et matrice de transition

Soit m € N*. Pour tout n € N et tous états eete, la probabilité P(x,,=e,.)(Xn+m = el.) est le coefficient (i, j) de
la matrice Q™.

Distribution

On appelle distributions de la chaine de Markov (X,) les matrices lignes donnant la loi des variables
aléatoires X, pour n €N. On note:
n,=(PX,=€) PX,=¢e,) .. P(X,=¢y).

Calcul de distribution

Les distributions de la chaine de Markov (X, ) vérifient la relation de récurrence m, , =w, Q pour tout entier
naturel n, ou &, est la distribution initiale.

Onaalors mt,, =m,Q" pour toutn € N.

® Démonstration

La famille ((XO =g )) N forme une partition de I'univers.

(1si=

Donc d'aprés la formule de la probabilité totale, on a:

N
PX,=e)=2, P, —e)(Xn = IP(Xo =¢;).
i=1

Le j-ieme coefficient de i, est donc le j-ieme coefficient du produit de 7, avec la matrice Q" d'aprés la

propriété précédente.
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(résolus

Construire une relation entre les distributions et determiner une probablllte =)

Enoncé

On s'intéresse a la marche aléatoire d’'un hamster dans un parcours constitué de trois boites

numérotées reliées par des tubes.

Pour k € N, X, désigne le numéro de la boite ou se trouve le hamster a l'instant k.
D’un instant au suivant, le hamster se déplace d’une boite a une autre de maniére équiprobable.

Alinstant k = 0, il se trouve dans la boite 1.

On note &, la matrice ligne (P(Xk =1) P(X,=2) P(X,= 3)).

1. En utilisant la formule de la probabilité totale, exprimer P(X, , ; = 1) en fonction de P(X, = i), pour 1 < i< 3.

2. En raisonnant de maniére analogue pour P(X, , , = 2) et P(X, , , = 3), expliciter une relation entre les distributions
T, €t T, pour tout entier naturel k et I'écrire sous forme matricielle.

3. Dans quelle boite le hamster a-t-il le plus de chance de se trouver a l'instant 3 ?

i Solution

1. La famille ((Xk =1); X, =2); (X, = 3)) forme
un systéme complet d'événements.
Ainsi, d'aprés la formule de la probabilité totale :
P(X,,y =1)=0,5P(X, =2)+0,5P(X, =3).
2.De méme: P(X,,,=2)=0,5P(X, =1)+0,5P(X, =3);
P(Xi,1=3)=0,5P(X, =1)+0,5P(X, =2).
0 05 05
On obtient la relation,,; =m,QouQ ={05 0 0,5|.
05 05 O

3.Pourk €N, m, = noQk. D'apresI'énoncé, my=(1 0 0). Avecla calculatrice, on obtient : Q3=

0,25 0,375 0,375
0,375 0,25 0,375 |=(0,25
0,375 0,375 0,25

Donc:m,=(1 0 0)

0,375

.......... conseils & MéthOdes LR R RN N RN NN N

3 ﬂ Il faut identifier le systéme complet
d'événements afin d'utiliser le théoreme
de la probabilité totale.

ﬂ Les trois égalités donnent une relation
de récurrence sur les distributions que I'on
peut écrire avec une matrice.

0,25 0,375 0,375
0,375 0,25 0,375]|.
0,375 0,375 0,25

0,375).

Finalement, le hamster a plus de chance de se trouver dans la boite 2 ou la boite 3 a l'instant k = 3.

A vous de jouer ! |,

On considere que Q= 01 09 est la matrice
0,5 0,5

de transition d'une chaine de Markov a deux états A et B.

Ecrire la relation reliant les distributions de cette chaine
de Markov.

1'% On considére une chaine de Markov de matrice

de transition Q = (O 1).
10

Calculer Q" pour tout entier naturel n et donner alors les
distributions de cette chaine en fonction de n et de la
distribution initiale.

m Un fumeur décide un jour 0 d’arréter de fumer.
Au jour n € N, s'il ne fume pas, alors le jour suivant, il
fumera avec une probabilité de 0,2 ; s'il fume, il fumera le
jour suivant avec une probabilité de 0,75. En justifiant
la modélisation par une chaine de Markov, déterminer la
probabilité p, que le fumeur ne fume pas au jour 2.

0,6 0,4 .
On considére que Q= est la matrice
0,2 0,8

de transition d'une chaine de Markov a deux états A et B.
Déterminer la probabilité qu’au bout de trois étapes, on
passe de I'état A a I'état B.

) Exercices 47 a 49 p. 222
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e Distribution invariante

DEOLE Vecteur invariant

Soit M une matrice stochastique d’ordre N.
La matrice ligne X de dimension 1 x N est un vecteur invariant de M si elle vérifie la relation : XM = X.

ORI Vecteur invariant non trivial

Si M-I estinversible, alors M n"admet par d’autre vecteur invariant que 0, \.

b Distribution invariante

Soit une chaine de Markov homogéne (X,) de matrice de transition Q.

m est une distribution invariante pour cette chaine si la matrice ligne associée est un vecteur invariant
de Q, autrement dit si ;,Q =,

(CRemarque Une distribution étant non nulle, 7, n'existe pas si Q- est inversible.

Existence et unicité de la distribution invariante (admis)

Soit une chaine de Markov homogéne (X,) dont 'ensemble d’états E={e;; 1 < i< N} est fini.

Si sa matrice de transition Q ne posséde aucun coefficient non nul, a I'exception des coefficients
de sa diagonale principale, alors (X,) admet une unique distribution invariante.

I Exemple
SiQ = ((1) SJ alors (X ) admet une distribution invariante, il s'agit de , = [% %]

Convergence des distributions

Soit une chaine de Markov homogeéne (X)) et soit (r,) la suite de ses distributions.

Si (m,,) est convergente alors elle converge vers une distribution invariante x,.

Convergence des chaines de Markov a deux états

Si une chaine de Markov homogene (X ) a deux états admet une unique distribution invariante m, alors,
quel que soit I'état initial, la suite des distributions (r,) converge vers ,.

® Démonstration

1-
SoitQ = p : f la matrice de transition de (X,) avec p et g dans 0 ; 1[. On pose, pour deux réels x et y
avecx+y=1,1=(x j).Léquationt=nQadmet une unique solutionT,= 4 P
p+q p+q

On considere les suites (a,) et (b,) avec a, + b, = 1 telles que, pour tout entier naturel, &, = (a,, b,).
Delarelationn,, , =m Q, ontirepournEN,a a,(1-p-q)+gq.Lasuite (a,) est donc arithmético-

n+1 =
géométrique. On pose pourneN,u, =a, - 9 Lasuite (u,) est géométrique de raison (1 -p - q).
p+q
Or0<p+g<2dou(l-p-q)€]-1; 1L Ainsi (u,) converge vers 0 et (a,) converge vers q .
p+q
Finalement, (b,) converge vers P_ | a suite des distribution converge alors vers i, = P_|
q p+q p+q
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2 Déeterminer une distribution invariante

Enoncé
0,6 0,4

0,1 0,9
Vérifier que A= (0,2 0,8) est une distribution invariante pour cette chaine et montrer qu'elle est unique.

2. On considére une chaine de Markov (X,) associé au graphe ci-contre 0,6 03
et de distribution initiale Ty = (0,5 0,5). ' 04 ’ !
a) Déterminer la matrice de transition M associée a (X,). ° e

0,7
b) Calculer r; et &, ;. Que peut-on conjecturer ?

1. Soit une chaine de Markov admettant M = [ ] pour matrice de transition.

) Montrer que (X,) admet une distribution invariante 7, et déterminer sa valeur.

m ....... Conseils & Méthodes [N

1. Tout d’abord, 0,2 + 0,8 = 1 donc A est bien une distribution. .

0,6 04

ﬂ Ne pas oublier cette relation issue
De plus AM=(0,2 0,8)[ ] =(0,2 08)=A.

de la définition d’une distribution !
0,1 0,9

Donc A est bien une distribution invariante pour cette chaine

Montrer I'unicité de A, c’est montrer
que toute distribution vérifiant

SoitB=(p 1-p) une distribution invariante pour la chaine ﬂ linvariance vaut a fortiori A.

Alors BM = B.

OrBM=(p l—p)(

Le graphe a deux sommets, sa matrice
sera une matrice 2 x 2.

] =(0,6P+0,1(1 _ p) 0’4P+0’9(—I _ p)). ®eccc00000000000000000000000000000000000 .

0,6 0,4
0,1 09

=(0,5p+0,1  0,9-0,5p)

0,5p+0,1=p -0,5p=-0,1 0,1
0,9-0,5p=1-p

D BM=B<(0,5p+0,1 0,9-0,5p)= 1-p)& =1

one 05p P=(p 1=p) { 0,5p=0,1 P=0,5
DoncB=(02 1-0,2)=(0,2 0,8)=A,ils'agit donc de I'unique distribution invariante.

0,6 04

o o R

b) A la calculatrice, T, =T, M>=(0,6364 0,3636) et Ty =T M19%(0,6364 0,3636) = ;. On peut donc conjecturer que
la suite (1) converge vers une distribution invariante pour (X,).

2. a) La matrice de transition associée a (X.) est M =

c) Les coefficients hors de la diagonale principale de M sont non nuls, donc (X,) admet une distribution invariante.

Soitm = (x %) une telle distribution, alors on a les relations suivantes :

0,6 0,4 0,6x+0,7y=x —0,4x+0,7y=0
eM=m, & (x y) =( ) <0,4x=07y
07 03 0,4x+03y=y  |04x-0,7y=0
® x+y=1 car m est une distribution. ﬂ
X 7 y X 7 y . 7 » 4 7
0,4x=0,7 2 =2 VAT REE) 7 4
On résout : )’@ 4 4 = 0O 13.Donc1t|= - |
X+ y=1 LADNPt [ T ('Y 13 13
4}, J 4 J J 13
Déterminer I'unique distribution invariante de la Soit une chaine de Markov admettant M = [0,5 0,5]
1 0
N 0,5 0,5 .
chaine de Markov admettant Q = 4 o06|P°Y matrice pour matrice de transition. Vérifier que A= (0,6  0,4) est

de transition. une distribution invariante pour cette chaine et montrer

qu’elle est unique.
) Exercices 50 a 56 p. 222
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E Déeterminer la loi d’une chaine de Markov

Enoncé

Les rendez-vous
Meéthodes =_—
Lienmini.fr/maths-e07-03 5 esarma th

= Cours 2 p. 206,
3p.208 et5p. 212

Un mini réseau Internet comprend trois pages web : 1, 2 et 3. Un individu navigue de maniére aléatoire sur ce réseau.
A chaque clic, il choisit de facon équiprobable un des liens présents sur la page. Aprés n clics, on note X, lavariable
aléatoire donnant la page sur laquelle se trouve le surfeur.

1. Justifier que (X,) forme une chaine de Markov et donner sa matrice de transition Q.

1 1 2 4 8 6
2.a) On considére lamatriceP=|1 1 -4 |.Vérifier parle calculqueP'=—|8 -2 -6]|.
1 -2 4 3 -3 0

b) Calculer le produit M = P~ 1QP et donner I'expression de Q" en fonction de n, P et M.

1 0 0

c)Onadmetque M"=|0 (-0,5)" n(-0,5)""" |. En déduire la distribution .

0 0 (-0,5)"

il solution

1. La position de I'individu sur le réseau Internet dans le futur ne dépend que de sa position a I'instant présent. Pour tout
entier naturel, I'ensemble image de la variable aléatoire X est{1;2; 3}. La suite (X,) forme donc une chaine de Markov dont
I'ensemble d'états est E={1; 2; 3}. La chaine est homogéne car les probabilités ne dépendent pas de I'instant n.

On peut alors donner sa matrice de transition : pouri,j € {1;2; 3}, aveci =}, P(Xn=,)(Xn+1 =i)=0 et P(Xn:i)(Xn+1 =j)=0,5.
v 03 Conseils & Méthodes
Dot:Q =05 0 05| aeeeeneene IRl .
05 05 0 §ﬂVérifierqueP‘1P=I3etPP“=l3.
1 1 1 2114 8 6 1 0 1 4 8 6 |[1 1 2 1 00
2.a)Onvérifieque: |1 1 -4)l8 -2 -6|={0 1 0| t—|8 -2 —6[|1 1 -4|={0 1 0
1 -2 4|3 -3 0] |0 1 3 -3 01 2 4) (001
1 0
b) Par multiplication matricielle, on obtient M= 0 -0,5 M est telle que M = P~ 1QP.
0 O

Ainsi, Q = PMP~1 d'ot, pour tout entier naturel n, Q" = PMP~1 PMP-1 ... PMP~1 = PMP P~ 1,

c)Onan3=1t0Q3avecn0= (l 1 %

A vous de jouer ! Jl.

Une chaine de Markov a deux états A, B admet la

a 1l1-a
matrice de transition suivante: Q = .

On pose P = (} jJ

1 0
1. Calculer I'inverse de P. Vérifier que Q = P Pl
0 2a-1

-a a

2. Déterminer alors Q". En déduire I'expression des distri-
butions pour tout entier naturel.

11,25 6,75

)etQ3=PM3P-‘=% 225 9 6,75.D'0U:n3:%(3,75 8,25 6).

45 45

m Soit une chaine de Markov dont la matrice de tran-
0,2 0,6 0,2
sition estdonnéeparQ=(0,3 0 0,7].
0 08 0,2

Si l'on considere I'état initial ;) = (0,2 0,5 0,3), déter-
miner la distribution Ty

) Exercices 59 a 67 p. 223



Les rendez-vous
Méthodes —_——
Lienmini.fr/maths-e07-03 S esarma th

Sode
8

Etudier le comportement d’une chaine de Markov

(résolus

= Cours 2 p. 206, 3 p. 208,
5p.212 et 6 p. 214

Un robot aspirateur doit nettoyer la surface d’'un appartement de trois piéces
alignées. A l'instant 0, le robot se trouve dans la piéce 0 ; a I'instant n,

il se déplace au hasard dans I'une des piéces communicantes de maniére
équiprobable. On désigne par X, la variable aléatoire donnant le numéro

de la piéce a l'instant n.

1. Justifier que (X,) forme une chaine de Markov dont on précisera le nombre d'états.

2. Donner sa matrice de transition Q.

3. Calculer la probabilité qu’a I'instant n = 2, le robot travaille dans la piéce 2.

4. Justifier I'existence d’une distribution invariante pour la chaine (X,), on lanoteran=(x y z), etladéterminer.

il Solution

1. Pour tout entier n, I'ensemble image de X_ est{0; 1; 2},
chaque numéro étant attribué a I'une des piéces, de gauche a droite
par exemple. La position du robot dans le futur ne dépend

que de sa position précédente. La suite (X ) forme
donc une chaine de Markov. Précisons qu'il s'agit

d'une chaine homogene, les probabilités ne dépendant pas de I'instant n.

2. On donne les probabilités conditionnelles : soit n € N*, pouri,j € {0; 1; 2},

aveci # j, P(Xn=,.)(Xn+1 =j)=0et ,IJ(X"=,,)(XH+1

B Conseils & Méthodes |

On vérifie si la matrice contient
des 0 hors de sa diagonale
principale pour appliquer

la propriété du cours.

Ne pas oublier que la matrice
ligne est une distribution ; il y
a quatre équations pour trois
inconnues.

0 05 05

=j)=05.D'ouQ=[05 0 05|
05 05 0

3. Soit n € N, on note m, la distribution en deux étapes de la chaine de Markov. Ces distributions sont définies par la

relation de récurrence : 1, = (1

Onalaformule 7, = m,Q"pourn € N; d'oli T, = (1

0,5 0,25 0,25

0 O)etm, ,,=m QpourneEN.

0 0)Q2OncalculeQ?2=[0,25 0,5

0,5 0,25 0,25
0,25 .
0,25 0,25 0,5

Finalement,m, =(1 0 0)[0,25 0,5 0,25|=(0,5 0,25 0,25). La probabilité qu'al'instant n = 2, le robot travaille

0,25 0,25 0,5

dans la piece 2 est donnée par le troisieme coefficient de la matrice ligne n,, soit 0,25.

4. Al'exception de sa diagonale principale, la matrice de transition Q ne posséde aucun coefficient non nul.
Ainsi, la chaine de Markov admet une distribution invariante. Si l'on note = (x y 2) une telle distribution, alors

-2x+y+2=0
n=nQ & {x-2y+z=0 Rajoutonsde plusla condition propre aux distributions de x + y + z=1, ﬂ nous obtenons,
xX+y-2z=0
3x-1=0
apres injection de cette derniére dans les différentes lignes : {3 y - 1=0. Finalement, on peut écrire = [% % %J
3z-1=0

A vous de jouer ! [V

Deux lycées P et V se partagent les éleves d'une
agglomération. Année apres année, la population évolue
selon une chaine de Markov de matrice de transition, dans

lordre des états P,V:Q=| &7 %3],
02 0,8

Que peut-on dire de I'évolution de la population dans ces
deux lycées aprés un certain nombre d’'années ?

m A. A. Markov analysa la succession des voyelles et
des consonnes dans les 20 000 lettres de l'ceuvre de
Pushkin, Eugene Onekin. Il établit que la probabilité qu'une
voyelle suive une voyelle est de 0,13 et que celle d'une
voyelle suivant une consonne est de 0,66.

Quelle répartition des voyelles et des consonnes peut-on

établir pour l'ouvrage en entier?
) Exercices 68 a 74 p. 225

7 » Chaines de Markov
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Exercices (pprendre a démontrer

Y AR i gl Distribution de transition en m étapes

(X,,) est une chaine de Markov homogéne de matrice de transition Q
etavecE={e;; 1 <i<N}LSoitme N". La probabilité que la chaine
de Markov passe de I'état e; a I'état e, en m étapes est égale a la probabilité de passer
de Iétat e; a un état e, en une étape puis de passer de e, a e;enm - 1 étapes.

N
Pour toutn €N, X =e)Xnim = €)= ZQ(i,k);u(xn=ek)(xn+m_1 =e;).
k=1

© On utilise un raisonnement par récurrence portant sur le nombre de transitions.

» Comprendre avant de rédiger

La propriété contient deux éléments : la probabilité F;X":ei)(X

» Rédiger

nam = ej) ne dépend pas de n et une formule de calcul.

Etape @ La démonstration rédigée

m € N"donc l'initialisation se fait pour m = 1. 9 Initialisation : sim = 1 la probabilité de passer de I'état e; a I'état
e;en une étape ne dépend pas de n par définition d'une chaine de
Markov homogene.

Etape
o Expliciter

On utilise la formule || systéme complet =3 Hérédité : supposons qu'il existe m = 1 telle que la propriété soit
de la probabilité

d'événements vraie pour m transitions.
totale. . L
La famille ((X 1=€ ) forme un systéme complet d'événements.
m 1<k=N
Etape @ =) Ainsi, d'aprés la formule de la probabilité totale, on a

Par définition de la matrice de transition, le

terme Q(i, k) correspond a la probabilité de

passer de I'état e; a I'état e, en une étape ; .

soit donc 3 = ZP(Xn=e,,)(Xn+1 =& )P(X"+1=ek)(xn+m+1 = ej)
Q(Itk)zp(x =e.)(Xn+1=ek) k=1

N
P(Xn=ei)(Xn+m+1 = e_j) = Z'D(Xn=ei)((xn+m+1 = ej) N (Xn+1 =€ ))
k=1

N
Finalement P(aner)(XmHm = ej) = kZQ(i , k)P(XM:ek)(Xn+1+m = ej).
=1

Etape @ N
L'hypothese de récurrence affirme que la pro-

babilité de passer d’un état a un état suivant ne dépend que de k, j et m, et ainsi :
en m étapes ne dépend pas de n.

Par hypothese de récurrence

X 1=ek)(Xn+1+m = ej)

n+

P(X,1+ =ek)(X(n+1)+m = ej) = P(Xn=ek)(xn+m = ej )

1
N

Dou P(Xﬂ:e,)(xn+m+1 = ej) = kth(i'k)P(Xn:ek)(Xmm = ej)'
=1

Aucun des termes de la somme ne dépend de n, la propriété est
. donc vraie aurang m + 1.
Etape @ 8

On peut alors conclure,. les deux points a 3 Conclusion : la propriété est vraie au premier rang m = 1
démontrer étant héréditaires pour tout entier

et héréditaire pour tous les rangs suivants. Ainsi, la propriété est
naturel non nul.

vraie quel que soit le nombre m de transitions considérées.

» Pour s’entrainer

Soit m € N, montrer que pour tout n € N et tous états e,, e;, la probabilité Ay _, (X

nim = ej) est le ceefficient (i, j)
de la matrice Q™.
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© DIAPORAMA

Calculs et automatismes
lienmini fr/maths-e07-05 ;

A Représenter a l'aide d’un graphe

Représenter la situation suivante a I'aide d’un graphe.

On considére trois événements A,BetC; P(A) =Pg(A) = §’
1 1

PA(Q)=P(C) = 5 et P5(C) =P(B) = s

Lire un graphe

On considere le graphe probabiliste suivant.
0,5

0,1
Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
1.P,(B) est égal a:

[al o1 [bl o6 [c]o3 [d] nécessite des calculs
2. P(A) est égal a:

[@l o1 [Blos [clog3
3. Py(B) est égal a:

[al o5 [blo4 [clo,
4.P(ANC)estégala:
[al 07 [blo6 [clon
5.Pc(A) estégala:

[al 0,7 [blo6 [c]o0n

[d] nécessite des calculs
[d] nécessite des calculs
[d] nécessite des calculs

[d] nécessite des calculs

EE) Matrice de transition (1)
On considére une chaine de Markov admettant la matrice
de transition suivante (dans l'ordre A, B, Q).

o 2 1

2 2

m=12 o 3
5 5
3.2 2
77 7

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).
1.Pg(C) estégala:

1 2 2
[a] 5 [b] < [c] = [d] nécessite des calculs
2.Pc(C) estégala:
1 2 2
[a] 5 [b] < [c] = [d] nécessite des calculs
3.Pg(A) estégal a:
2
[a] % [b] A [c] 0 [d] nécessite des calculs
4.P(ANC)estégala:
2
[a] 2 (bl = [c] 0 [d] nécessite des calculs

EZ3 Matrice de transition (2)
Construire la matrice de transition associée au graphe

suivant.
0,1

Matrice de transition (3)
Méthode Comment faire pour construire le graphe associé
a la matrice de transition suivante ?
02 O 0 08
|0 07 01 02
105 04 01 0|
0,2 0,2 03 0,3

EX) Evolution des distributions
On considére une chaine de Markov (X,) de distribu-
tion initiale ty = (1 0 0) et de matrice de transition

01 0 09
M={0,3 0,3 04|
0 1 0

Les affirmations suivantes sont-elles vraies
ou fausses ?

ar, =01 0 09
b)n,=(03 03 04)
c) La distribution (0 1

oo <
oOoQg =

0) est invariante.

EX) Distribution invariante
On considére une chaine de Markov dont la matrice de

3ono

30 30 5
transition est M = E l l .

5 5 5

1 1

- =0

2 2

Les affirmations suivantes sont-elles vraies

ou fausses ?

a) La distribution (1 0 0) estinvariante. o Od

b) La chaine de Markov admet une unique
e . o 0O

distribution invariante.

Vv

M

) Ladistribution(% % %Jestinvariante. O O

7 « Chaines de Markov
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Déterminer un plus -
courtchemin B
On considére le graphe pondéré suivant.
B ¢ C
10
7 5 17
14
A 32 .
8 14
E
16 D

Déterminer la chaine de poids minimal reliant A a F avec
un algorithme a préciser.

On considere le graphe pondéré suivant.

B 10 C
10
G
A 6 13/ |2
F
16

Déterminer le chemin de poids minimal reliant A a F avec
un algorithme a préciser.

m Déterminer la chaine de poids minimal reliant G a D.

F 11 E
10 6
23 9 C
7
D 7 50 4
8
1 G
15
A 4 B
Justifier le caractere o

markovien A p. 207

.................................................

@ On considere une chaine de Markov (X,) a deux états
AetB.Ona:

1
P(X,=A)=—,
(Xo=A)=2

1
P(anA)(XnH =A)= 5

et Fixn=s)(xn+1 =A)= % pour tout entier n.

1. Déterminer P(X, =B), B _p(X,

n+1

2. En déduire P(X; =A) et P(X, =B).
3. Calculer P(X, = A) et P(X, =B).

=B)ethy _g)(X

n+1

=B).

Déterminer dans chaque cas si la suite (X,) est une
chaine de Markov.

On dispose de deux urnes A et B, A contenant au départ
dix boules numérotées de 1 a 10.

X, désigne le nombre de boules dans A apres I'étape n.

a) A chaque étape, on tire un numéro au hasard entre 1 et
10 et on change d’urne la boule choisie.

b) A chaque étape, on tire un numéro au hasard entre 1 et
10 et on change d’urne la boule choisie si son numéro est
plus grand que la précédente boule tirée.

¢) A chaque étape, on tire un numéro au hasard et on change
d’urne la boule si son numéro est le plus grand parmi toutes
les boules de l'urne A.

d) A chaque étape, on tire un numéro au hasard et change
d’urne la boule si son numéro est pair

m On considére une urne contenant 10 boules numéro-
tées de 123 10. A chaque étape on tire un numéro au hasard
entre 1 et 10 et on suit une certaine régle pour enlever ou
remettre la boule dans I'urne.

on note X le nombre de boule dans I'urne apres I'étape n.
Donner un exemple de regle faisant de (X ) une chaine de
Markov et un exemple de regle ne faisant pas de (X,) une
chaine de Markov.

Déterminer une matrice ot
de transition ‘A

..................................................

Compléter les matrices suivantes afin qu'elles soient
des matrices stochastiques.
1
b) M, =
2 ( OJ

2 M1=[o,2 - ]

01 .. 07 . 0,1 03
0,5 0,5 d M,={02 .. 0,2
02 03 0,2 06

<) My =

Vérifier que les matrices suivantes sont des matrices
stochastiques.

0,3 0,7 1-a?2 a2
Q= Q=3 T
0,8 0,8 @2 1-a?
s 11 11
9 3 9 4 2 4
2 1 18 2 01 1
Q== - — Q=7 - Z|
3717 5 35 4713 6 6
111 171
2 3 6 6 12 4

m On considere une chaine de Markov (X,) a deux états
A et B. On donne les probabilités Ry _, (X, ,;=B)=0,15

et P(X":B)(XnH =A)=0,33 pour tout entier n. Déterminer

n+1

la matrice de transition de (X,), dans l'ordre A, B.



d'application

m On considére une chaine de Markov (X)) a trois états
A, B et C, dont la matrice de transition est donnée par

0,1 0,3 0,4
M=| 0 0,3 0,7| et la distribution initiale est
09 0 0,

n,=(02 0,3 0,5)toutes deux dansl'ordre A, B, C.
Déterminer les probabilités suivantes.
a) PX0=A(X1 =B) b) PX1=B(X2 =Q)

AP(X,=A N (X, =B)  d)P(X,=B) N (X,=B))

On considére une chaine de Markov (X,) a trois états
A, B et C. On donne les probabilités suivantes :
P(xn=A)(Xn+1 =B)=0,], P(anA)(Xn+1 =0)=0,7,

P,=8) X1 =A)= 0,3, Ry _g(X,,; =B)=0,3

n+1

et P(Xn=C)(Xn+1 = () =1 pour tout entier n.

Déterminer la matrice de transition de (X)), dans l'ordre
A, B, C.

La météo varie entre beau et mauvais temps. Aprés
un jour de beau temps, il y a une chance sur deux que le
temps change le jour suivant et le mauvais temps a trois
fois plus de chance de durer d’un jour au jour suivant.

Pourquoi peut-on dire que la situation peut étre modélisée
par une chaine de Markov ? Donner sa matrice de transition.

m Dans le cadre d'une épidémie, on distingue trois types
d’individus : les individus sains, malades et immunisés.
Sachant que chaque semaine:

e un individu malade a deux chances sur trois d’étre guéri
et ainsi étre immunisé a la maladie ;

e un individu sain a une chance sur deux de tomber malade
et une chance sur trois de développer une immunité a la
maladie;

e un individu immunisé ne peut pas tomber malade mais
a une chance sur quatre de perdre son immunité (et donc
de devenir un individu sain).

On considére (X,) la chaine de Markov correspondant a la
proportion d'individu des trois types la n-i€me semaine.
La semaine 0, il y avait 1 000 individus sains, 3 000 individus
malades et 500 individus immunisés.

Donner la matrice de transition M ainsi que la distribution
initiale 7, associée a (X,).

Manipuler un graphe e
probabiliste @
Compléter les graphes suivants pour obtenir des
graphes probabilistes.

a)

' 0,7 e’ 04 1 ' e’ 0,83

On considere une chaine de Markov (X,) admettant
le graphe probabiliste suivant.

0,1

1.0naP(X,=A)=0,2etP(X,=B)=0,5.

Déterminer les probabilités suivantes.

a)P(X; =A) b) P(X, =B)

o P(X,=0Q) d) P(X, =B)

2. Déterminer la matrice de transition M associée a cette
chaine de Markov.

m Sur une population donnée abonnée a un des deux
opérateur Internet (A ou B), on considére que chaque année
30 % des abonnés de A le quittent pour aller en B et que
20 % des abonnés de B le quittent pour aller en A.

Tracer le graphe probabiliste associé a cette situation.

On considere une chaine de Markov (X,) a quatre états
admettant la matrice de transition suivante (dans l'ordre A,
05 0 05 0

01 0,2 04 0,3

o 1 0 o0

02 03 05 O

Tracer un graphe probabiliste associé a cette chaine de
Markov.

B,C,D):M=

7 « Chaines de Markov 221
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d'application

................................................

On considére une chaine de Markov a trois états et
dont la matrice de transition (dans l'ordre A, B, C) est :

02 0 08
Q=| 0,1 0,3 0,6 |etladistribution initiale est:
05 05 0

n,=05 05 0).

1. Donner les valeurs de P(X, = A), P(X, = B) et P(X, = C).

2. a) Calculer, etm,,.

b) En déduire P(X; = A) et P(X, = Q).

3. Exprimer t, en fonction de m et Q.

4. En déduire i, ; et t,,. Comment évolue la distribution ?

On consideére une chaine de Markov a deux états dont

0,4 0,6
la matrice de transition dans l'ordre A, Best M = 07 03

ettellequen, =(0,5 0,5).

1.a) Calculerm, et 3.

b) En déduire P(X, = B) et P(X; = A).

2. Exprimer t, en fonction de &, et M.
3. En déduire r, , et .

Comment évolue la distribution ?

4. Montrer que w, =, M. En déduire la valeur de m.

m Dans un lycée les enseignants participent a un mouve-
ment de greve. Le premier jour, 20 % des enseignants faisaient
gréve. On note X, la variable aléatoire qui indique si une
personne désignée au hasard parmi les enseignants fait gréve
ou non au jour n. On admet que la suite (X,) est une chaine
de Markov dont la matrice de transition est donnée
0,7 03
0,33 0,67
On note it la distribution de cette chaine.

1. Donner 1, puis calculer t;, 7, et 7.

2.En déduire la probabilité qu'au troisiéme jour I'enseignant
désigné fait gréve.

parQ =[ dans l'ordre gréviste, non gréviste.

Déterminer unedistribution .,
invariante @

..................................................

M est la matrice de transition d’une chaine de Markov.
Déterminer la distribution invariante.

a)M= 0,3 0,7 b) M = 0,1 0,9
0,4 06 0,7 03

0 05 05
Bl soitm=| 02 o0 08
0,28 0,4 0,32

la matrice de transition

d’une chaine de Markov.

n=1(02 0,3 0,5 est-elle une distribution invariante
pour cette chaine ? Justifier. Méme question pour
nt=(0,1 05 04).

E On considere une chaine de Markov (X)) admettant
le graphe ci-dessous et de distribution initiale 7, = (1 0).

0,1 ' 0,9 0,8

0,2
1. Déterminer la matrice de transition M associée a (X, ).
2. Calculer it et mr, .. Que peut-on conjecturer ?
3. Montrer que (X,) admet une distribution invariante , et
déterminer sa valeur.

E’ Soit une chaine de Markov admettant Q = (0’6 0’4]
pour matrice de transition. 01 09
1. Montrerquent=(0,2 0,8) est une distribution invariante
pour cette chaine.

2. Montrer que 1t en est I'unique distribution invariante.

0,4 0 0,6
S M=| 0,1 0,2 0,7 |estlamatrice de transition d’'une
0,3 0,3 0,4

chaine de Markov. Cette chaine admet-elle une distribution
invariante ?

E Lors de ses repas, Kellia boit soit de l'eau plate (P), soit
de l'eau gazeuse (G). Si elle a bu de I'eau plate, alors elle en
boira au repas suivant avec probabilité de 0,65 ; si elle a bu
de l'eau gazeuse, elle en boira au prochain repas avec pro-
babilité de 0,3. On consideére (X,) la chaine de Markov
d'espaces d'états.

1. Justifier que la matrice de transtion de cette chaine de

0,65 0,35
07 03]

2. 0n suppose que hier midi, Kellia a bu de I'eau plate. On
note . la distribution de cette chaine en m étapes;m=0
correspond a hier midi.

Donner la distribution initiale 7. Calculer it et 7,

3. a) Déterminer la distribution invariante de la chaine de
Markov.

b) Peut-on dire que sur le long terme, Kellia boira tout autant
d'eau plate que d'eau gazeuse?

Markov est donnée par Q =

m On considére, pourp €10; 1], la matrice de transition

p(2-p) (1-p)? |
p 1-p |

on note 7, la distribution de cette chaine en m étapes.

1. Vérifier que Q est stochastique.

2. Donner le graphe de cette matrice.

3. Dans cette question, on considére p =0,9.

a)Simy=(1 0),calculern,, m,, ... etm,,

b) Comment semble évoluer la distribution ?

4. Reprendre la question précédente avec p = 0,6.

5. Déterminer, dans les casolp =09 et p = 0,6, la distribution

invariante de la chaine de Markov. Les comparer aux valeurs

trouvées pour les distributions des questions précédentes.

6. Déterminer, pourp € 10; 1], la distribution invariante de

la chaine de Markov.

d’une chaine de Markov suivante Q =



.............................................

Le graphe pondéré ci-dessous représente les différents
lieux A, B,C, D, E, F, G et H dans lesquels Louis est susceptible
de se rendre chaque jour. Le lieu A désigne son domicile et
G le lieu de son site de travail.

Le poids de chaque aréte représente la distance, en km,
entre les deux lieux reliés par l'aréte.

%
o)}

2
Ak &
N
o
30\\\1:§L//

15
P
o Y /5
//!5P‘~ 0 >
N
N 0
28’>@/

Déterminer le chemin le plus court qui permet a Louis de
relier son domicile a son travail. Préciser la distance, en km,
de ce chemin.

D’aprés Bac ES Pondichery 2018

m Dans le graphe ci-dessous, on fait figurer les distances,
exprimées en km, entre certaines grandes villes de la région
Auvergne-Rhoéne-Alpes.

A: Aurillac G:Grenoble

B : Bourg-En-Bresse L:Lyon

C: Clermont-Ferrand P : Le Puy-en-Velay
E : Saint Etienne V:Valence
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Ayant terminé sa semaine de travail a Bourg-En-Bresse, un
technicien souhaite retourner chez lui a Aurillac en faisant
le moins de kilometres possibles.

1. Déterminer le plus court chemin entre les villes de Bourg-
En-Bresse et Aurillac en empruntant le réseau routier.

2. Laroute entre Le Puy-en-Vélay et Aurillac est fermée a la
circulation. Quel chemin doit-il alors emprunter ?

d'entrainement

Modéliser par une chaine .,
de Markov
Une grenouille saute d'un sommet d’un triangle équi-
latéral a un autre sommet de ce triangle. La marche aléatoire
est donnée par le graphe ci-dessous.

04

Soit (P,) la position de la grenouille aprés n sauts.

1. Justifier que (P,) est une chaine de Markov et préciser sa
matrice de transition M

2. La grenouille part du sommet B. Quelle est la probabilité
quelley revienne au bout de quatre sauts ? Au bout de six sauts ?

m Dans chaque situation, dire si I'on peut construire une
chaine de Markov. Si c'est le cas, donner I'ensemble des
états, les probabilités conditionnelles et préciser s'il s'agit
d’une chaine homogeéne ou non.

a) Détentrice d’'une carte de bibliotheque, Léa se rend dans
le rayon science-fiction et alterne jour aprés jour bande
dessinée et roman. En début de semaine, elle préfére lire un
roman et choisit cette catégorie avec une probabilité de 0,8
sielle aluunroman le jour précédent. En fin de semaine, si
elle alu une bande dessinée un jour donné, elle en reprend
une le jour suivant avec une probabilité de 0,6.

b) Un étudiant qui passe le BAC le lendemain hésite toutes
les heures entre un chocolat chaud ou un café. S'il prend
un chocolat une heure donnée, I'heure suivante, un peu
endormi, il y a sept chances sur dix qu'il prenne un café.
Plus la fin de journée approche, plus le besoin de café se fait
sentir et les chances qu'il en prenne augmentent d’heure en
heure : passé 18 h, il y a fois neuf chances sur dix de prendre
un café s'il a pris un chocolat I'heure d’avant.

c) Toutes les nuits, un renard se nourrit soit d’'une poule, soit
d’une oie. Il aime varier et ne peut enchainer quatre fois de
suite le méme type de repas.

m Lors d'un conseil de classe, un professeur principal peu
attentif a 'avis de ses collegues met les mentions a ses éleves
de la maniére suivante : lorsqu'il met une mention, la fois
d’apres, il garde la méme mention avec une probabilité de
0,2; s'il met la mention « compliments », il mettra a I'éleve
suivant la mention « encouragements » avec une probabilité
de 0,5; s'il met la mention « félicitations », il mettra ensuite
la mention « encouragements » avec une probabilité de 0,6
et s'il met la mention « encouragement », il mettra la mention
« compliments » avec une probabilité de 0,2.

1. Justifier que la situation peut étre modélisée avec une
chaine de Markov dont on précisera I'ensemble des états.
2. Donner la matrice de transition de cette chaine de Markov
ainsi que son graphe.

7 « Chaines de Markov
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d'entrainement

m Toutes les semaines, un lycée organise un concours
de mathématiques. Lune des meilleures éléves, Evane, est
toutes les semaines sur le podium. Si elle est a la premiere
place une semaine donnée, elle est a la deuxiéme la semaine
suivante avec une probabilité de 0,4 et a la troisieme avec
une probabilité de 0,1. Si elle est a la deuxieme, elle le reste
la semaine suivante avec une probabilité de 0,5 et elle passe
a la troisieme avec une probabilité de 0,1. Finalement, si
elle est une semaine donnée a la troisiéme place, elle
remonte a la deuxiéme avec une probabilité de 0,3 etala
premiére avec une probabilité de 0,6.

1. Justifier que la situation peut étre modélisée avec une
chaine de Markov dont on précisera I'ensemble des états.
2. Donner la matrice de transition de cette chaine de Markov
ainsi que son graphe.

m Le panoramique des Ddmes permet de monter au
sommet du Puy de Déme en 15 minutes.

En raison de glissements de terrain ou de déraillement,
il n'est pas toujours en service. A partir du jour n = 0, on
regarde jour apres jour si le panoramique est en état de
marche : si au jour n il est en panne, alors il le restera le
jour suivant avec une probabilité de 0,3 ; si en revanche il
fonctionne au jour n, alors il continuera a fonctionner au
jour suivant avec une probabilité de 0,9.

Montrer que le probléme peut se modéliser par une chaine
de Markov. On en donnera sa matrice de transition ainsi
que son graphe.

Dans La lettre volée, Dupin explique le jeu de pair ou
impair : « Ce jeu est simple, on y joue avec des billes. L'un
des joueurs tient dans sa main un certain nombre de ses
billes, et demande a I'autre : “pair ou non?”Si celui-ci devine
juste, il gagne une bille ; s'il se trompe, il en perd une. »
E. A. Poe, La lettre volée.

Un joueur qui doit deviner la parité du nombre de billes est
confronté a deux situations.

a) « Supposons que son adversaire soit un parfait nigaud. »
Dans ce cas, cet adversaire change la parité de ses billes
d’une fois sur I'autre avec probabilité de 0,9.

b) « Maintenant avec un adversaire un peu moins simple. »
Cette fois, il change la parité d'une fois sur l'autre avec
probabilité de 0,1.

1. Justifier le caractére markovien de chacune de ces deux
situations. Expliciter la chaine de Markov et préciser 'ensem-
ble des états.

2. Donner les matrices de transition dans chacune des
situations. En déduire les deux graphes associés.

m Une particule se trouve soit dans un étatA  Algo
soit dans un état B. A chaque microseconde elle peut soit
rester dans le méme état soit en changer avec des proba-
bilités données par le graphe ci-dessous.

04 ' 06 ’ 08

0,2
L'état de la particule au bout de n microsecondes est consi-
gné dans une suite (X,). Au départ la particule est dans
I'état B.
1. Justifier que (X)) est une chaine de Markov et donner sa
matrice de transition M ainsi que sa distribution initiale .
2. Quelle est la probabilité que la particule se retrouve
dans I'état A au bout de 1 microseconde ? Au bout de
2 microsecondes ?
3. Soit les suites (a,) et (b,) représentant respectivement la
probabilité que la particule se retrouve dans I'état A et dans
I'état B au bout de n microsecondes.
a) Exprimerm,,, en fonctionde Met .
b) En déduire I'expression de a puisdeb, , ;, enfonc-
tiondea,etb,.
4. On considere I'algorithme ci-dessous.
a) A quoi corres-

n+1

Lire n
pondent les valeurs a0
affichées en fin

b1

dalgorithme ?

b) En utilisant cet
algorithme, déter-
miner si I'affirmation
suivante est vraie ou
fausse :

«Au bout de 6 microsecondes, la particule a moins d'une
chance sur 4 d'étre a I'état A ».

Pour k allant de 1 a n :
a—0,4 a+0,2b
b-~1l-a

Fin Pour

Afficher a et b

m Dans une ville il peut venter, neiger ou gréler. Le vent
et la gréle ne restent jamais deux jours de suite. S'il vente
un jour donné, le lendemain il neige ou il gréle de maniére
équiprobable. S'il neige, il y a une chance sur trois qu'il vente
le jour d'apres et une chance sur deux qu'il continue a
neiger le lendemain. Aprés un jour de gréle, il y a deux fois
plus de chance d’avoir de la neige que du vent.

1. Justifier que I'on peut modéliser la météo dans cette ville
par une chaine de Markov.

2. Donner la matrice de transition et le graphe de cette
chaine de Markov.

3. Quel est le temps le plus probable aprés un jour de gréle ?
4. Quelle est la probabilité quaprés deux jours de neige
le vent tombe ?

Une personne achete un samedi deux disques ; I'un
de Mozart, 'autre de Mendelssohn. Tous les soirs, elle alterne
les écoutes de la maniére suivante : si elle avait mis le disque
de Mozart, elle le réécoute le soir suivant avec une proba-
bilité de 0,6 ; si c'était le disque de Mendelssohn, le disque
a deux chances sur cinq d'étre réécouté le soir suivant.
Quel disque sera probablement écouté le vendredi suivant
I'achat selon celui écouté le samedi de I'achat ?



Etudier le comportement .,
d'une chaine de Markov @ p.ar
Pour son orientation future, Flavie hésite entre mathé-
matiques et philosophie. Elle change d’avis tous les jours
avec une probabilité de 0,2. Le 1¢'mai, elle a décidé de faire
des mathématiques. Elle doit s'inscrire le premier juillet.
Quelle est la probabilité qu'elle s'inscrive sur son choix du
1¢"mai?

m Deux amies, Noémie et Mayna, travaillent ensemble
leurs mathématiques tous les jours. Si un jour donné, Noé-
mie aide Mayna, alors cette derniére aura progressé et aura
une chance sur trois d’aider a son tour son amie le jour
suivant. Si Mayna aide Noémie, alors le jour suivant elle
n‘aura plus qu’une chance sur cinq de l'aider le jour d'apres.
Noémie aide Mayna le lundi. Quelle est la probabilité que,
le vendredi, ce soit Mayna qui aide Noémie ?

Une société de nettoyage s'occupe tous les jours du
nettoyage de trois grandes salles qui sont utilisées de
maniére aléatoire : chaque soir, une salle a une probabilité
p=0,25 d’avoir été utilisée et d'avoir besoin d'étre nettoyée.
La société ne peut nettoyer qu’'une seule salle par nuit.
Montrer que l'on peut ainsi définir une chaine de Markov
dont on donnera la matrice de transition, le graphe ainsi
que les éventuelles distributions invariantes.

48 Sur Iile de Ré,
Alceste, un loueur de
bicyclettes a la jour-
née propose des vélos
classiques ainsi que
des vélos électriques.
Alceste a remarqué
que lorsqu’un client
avait loué un vélo clas-
sique, le jour suivant la
probabilité qu'il ne change pas était de 0,8 et que lorsqu’un
client louait un vélo électrique, il décide de changer le jour
suivant avec probabilité 0,6.
On s’'intéresse a un certain nombre constant de clients
qui louent un vélo tous les jours lors de leurs vacances. Le
premier jour, seuls 5 % de ses clients choisissent un vélo
électrique.
1. Montrer que la situation peut se modéliser par une
chaine de Markov dont on donnera le graphe et la matrice
de transition.
2. Déterminer les éventuelles distributions invariantes de la
chaine de Markov et interpréter le résultat dans le contexte.

Travailler l'oral

Faire des recherches et un exposé oral sur le pro-
bleme du voyageur de commerce.

d'entrainement

Un professeur demande a des éleves d'écrire une suite
aléatoire de O et de 1.

1. Un premier éleve, qui comprend le sens du mot aléatoire,
sort une piéce et effectue une suite de tirages en écrivant 0
lorsqu'il tombe sur face et 1 s'il tombe sur pile. Il écrit cent
chiffres. Quel est I'effectif le plus probable pour le nombre 0 ?
2. Un deuxiéme éleve, qui croit comprendre le sens du mot
aléatoire se dit qu'il est mieux de changer assez souvent le
chiffre d'une fois sur I'autre. Ainsi il choisit de le changer
avec une probabilité de 0,8.

Comment le professeur pourra-t-il reconnaitre a quel éleve
appartient chacune des suites de cent chiffres ?

Un garagiste controle tous les mois I'état d'une piéce
de moteur. Elle peut se trouver dans les états suivants :
fonctionnelle (F), usée (U) ou défaillante (D).

On considére que la situation peut se modéliser avec une
chaine de Markov dont la matrice de transition est donnée

09 01 O
parQ=| 0 0,6 0,4|danslordreF, U,D.
0 0 1

1. D’'un mois au mois suivant, quelles sont les différentes
probabilités de changement d'états?

2. Dresser le graphe correspondant a cette chaine.

3. On suppose qu'au début des contrdles, la piece vient
d'étre changée pour une piéce neuve. Quelle est la proba-
bilité pour qu'au bout de 4 mois, la piece soit défaillante?

Dans une certaine ville, trois quotidiens sont proposés
en abonnement. Chaque année 15 % des abonnés au
journal A et 20 % des abonnés au journal C changent pour
le journal B. 5 % des abonnés au journal A et 15 % des
abonnés au journal B changent pour le journal C. 20 % des
abonnés au journal B et 30 % des abonnés au journal C
changent pour le journal A. Le nombre total d'abonnements
reste constant. Au premier janvier 2018, les trois quotidiens
avaient le méme nombre d’abonnements.

On prend un abonné au hasard, soit X,, le quotidien auquel
il est abonné I'année 2018 + n.

1. a) Justifier que (X,) est une chaine de Markov pourn € N
et tracer le graphe probabiliste associé.

b) Donner la matrice de transition M ainsi que la distribution
initiale 7, associées a cette chaine.

2. Calculer i, et mr,. Quelle est la probabilité que l'individu
soit abonné a A en 20207

3.Pourn € N, exprimer 7t en fonction de i, et M. En déduire
;0 €t 7, La suite () semble-t-elle convergente ?

4. Justifier que (X,) admet une unique distribution invariante
, et la déterminer.

5.0n admet que (1) converge, détermine la limite de cette
suite et l'interpréter dans le contexte de I'exercice.

Faire des recherches et un exposé oral sur la marche
aléatoire discréte a une et deux dimensions.

7 « Chaines de Markov
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Savoir perdre

Un simulateur est programmé pour proposer des situations
de jeu difficiles.

Il offre, lors de la premiére utilisation, 15 % de chance de
réussite. Puis, a chaque jeu suivant :

e si la personne a gagné, elle a une chance sur quatre de
gagner le jeu suivant ;

e si la personne a perdu, elle a deux chances sur cinq de
gagner le jeu suivant.

On note X, la variable aléatoire correspondant a la réussite
du joueur au n-iéme jeu. On considere les suites (a,) et
(b,) désignant respectivement la probabilité de gagner au
n-ieme jeu et celle de perdre.

1. Justifier que la suite de variables aléatoires (X ) est une
chaine de Markov dont on précisera l'espace d'états.
2.0nnotew,=(a, b,).

a) Préciser m,,.

b) Etablir une relation de récurrence entre les suites (a,)
et(b,).
¢) En déduire la matrice Q telle que &, , =7, Q, pour tout
entier naturel n.

3. a) Exprimer it en fonction de Q, n et .

b) En déduire la probabilité qu’un joueur gagne le cin-
quiéme jeu.

4. a) Déterminer, si elle existe, la distribution invariante de
cette chaine de Markov.

b) Comment programmer les chances de réussite initiales
afin gu’un joueur ait les mémes chances quel que soit le
nombre de parties qu'il fait dans ce simulateur ?

c) Comment évoluent les chances de gagner si l'on pratique
un grand nombre de fois le simulateur ?

Demande en mariage

Un couple se rend au stade Marcel Michelin pour assister a
un match de rugby. Avant d'entrer, la personne A demande
en mariage la personne B mais ils sont séparés dans la
foule par m individus (/; ; /5 ; ... ;1)) avant que B ne donne
sa réponse. B transmet alors sa réponse a l'individu /; sous
la forme d’un «oui» ou « non » qui la transmet a /, et ainsi
de suite jusqu'a ce que | délivre la réponse a A. Malheu-
reusement, ces m individus manquent d’honnéteté : |,

2
délivre le contraire de ce qu'a dit /, avec probabilité de 5

1. Justifier que I'on peut modéliser la situation avec une
chaine de Markov pour laquelle on donnera le graphe et sa
matrice de transition dans l'ordre « oui », « non ».

2.0n note i, la distribution de cette chaine de Markov.
a) Préciser en fonction de la réponse de B la valeur de la
distribution initiale m,,

b) Si m = 3, quelle est la probabilité que A obtienne la
réponse de B ?

c) Méme question sim =9.

4. a) Déterminer I'état stable de cette distribution.

b) En déduire les probabilités que A obtienne la réponse
de B si m devient tres grand.

Le bon fromage

Un auvergnat exilé réside dans la ville de Fontainebleau.
Quatre fois par mois, il décide de rentrer chez lui a
Clermont-Ferrand. Il est établi que le trajet avec sa voiture
colte, en carburant, 0,10 euro au kilométre.

Impatient de rentrer chez lui et désireux de dépenser le
moins d'argent possible, il consulte une carte routiére pour
optimiser ses trajets.

Le graphe ci-dessous indique les distances entre différentes
villes : Fontainebleau, Troyes, Orléans, Dijon, Nevers, Mont-
lucon, Roanne, Clermont-Ferrand. Chaque ville est désignée
par son initiale.

Les deux parties sont indépendantes.

A » Etude du trajet

1. Déterminer le plus court trajet entre Fontainebleau et
Clermont-Ferrand. On indiquera les villes parcourues et
I'ordre du parcours.

2. Déterminer le budget carburant nécessaire aux quatre
voyages aller-retour du mois, a l'euro pres.

3. Reprendre les questions précédentes en prenant en
compte que lors d’un aller retour sur les quatre, il doit passer
obligatoirement par Dijon.

B » Etude d’une chaine de Markov

A chaque retour de Clermont-Ferrand, I'auvergnat raméne
un fromage : soit du saint-nectaire (S), soit du cantal (C), soit
de la fourme d’Ambert (F). Il choisit de la maniére suivante.
e S'il a choisi S lors d'un précédent retour, il a deux chances
sur cing pour changer au retour suivant pour I'un des deux
autres de maniére équiprobable.

e S'il a choisi C ou F, il change pour un autre de maniére
équiprobable.

1. Montrer que la situation peut étre modélisée par une
chaine de Markov a trois états que I'on précisera.

2. Déterminer la matrice de transition ainsi que le graphe
de cette chaine de Markov.

3. Lors du premier retour, il a ramené un saint nectaire.
Quelle est la probabilité qu'au quatrieme retour, il raméne
un autre fromage ?
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CONTINU

On s'intéresse a un systéme pouvant prendre plusieurs états e, e,, ..., e, selon l'instant donné.
On note X, I'état du systéme a l'instant n.

Chaine de Markov

La suite (X,) est une chaine de Markov si
la probabilité de I'état du systeme a l'instant futur
ne dépend que de son état a l'instant présent.

Ensemble des probabilités de changements d’état

Graphe probabiliste Matrice Q

Q1 Q@2 Q3 Q4
Q2,1 Q@22 Q023 Q@9
Q@31 QB2 0 Q3,4

Q4,1 Q@42 Q@43 0

Q3,4

Q (1, 1) : probabilité de rester a I'état e..

Q (1, 2) : probabilité de passer de I'état e, a I'état e,.
Q (2, 1) : probabilité de passer de I'état e, a I'état e,.
Q (2, 3) : probabilité de passer de I'état e, a I'état e,.

Q (e, ej) : probabilité de passer de I'état e, a I'état e

. J
La suite des distributions (w,) donne » Stabilisation des probabilités : suite
les probabilités pour le systéeme de distributions convergente vers = Q.
de se trouver dans chacun des états étudiés. « Aucun 0 sur les coefficients non diagonaux
oT, = (P(Xn =e,) PX,=e) ... PX = eN)) de Qla matrice — existence d'une
em,, =7, Q pourk €N distribution invariante.
e, =1,07 ¢ Si la chaine a deux états et admet
J \ une unique distribution invariante 7, alors,
Probabilités Les coefficients la suite des distributions (7)) converge
initiales de Q™ correspondent vers 1.
de l'état aux probabilités
du systéme de passer d’'un état a
a l'instant 0. un autre en m étapes
. J L J

7 - Chaines de Markov 227
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| Je dois étre capable de... ) | Parcours d’exercices )
P Appliquer l'algorithme de Dijskstra-Moore 'Ew —> 1,2,30,32,57
P> Justifier le caractére markovien g\we % 3,433, 34
P> Déterminer une matrice de transition 5\‘& —> 7,8,36,42
P Manipuler un graphe probabiliste 5 —> 10,1143, 44
P> Déterminer une probabilité 5&&9 % 13, 14, 47, 48
P> Déterminer une distribution invariante Ee‘\oﬂde —> 17,18,50,51
P Etudier une chaine de Markov ﬁé‘e Ew\mﬂde —> 19,20,59,60, 21, 22, 68, 69

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-e07-06

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonnes réponse(s).

Pour les exercices a on consideére le graphe probabiliste
ci-contre.

On considére une chaine de Markov (X,) associé a ce graphe.
On suppose que P(X, =A) = 0,3 et P(X, =B) =0,4.

A 8]

L'arc reliant AB a pour poids : 0,15 0,25
-81 = =

. P((XQ AN (X1 B)) 0,12 0,045 0,15 0,45
estégalea:
La matrice de transition asso- | | 0:35 015 0,5| (0,35 0,25 0,45 0,15 0,25 01 09
cié a cette chaine (dans I'ordre 0,25 0,45 0,3 0,15 0,45 0,45 0,3 0,45 0,35 0,65
alphabétique) est : 0,45 0,45 0,1 05 03 01 0,45 0,5 0,45 0,45
La distribution initiale Ty (03 03 04) (03 04 03) (04 03 03) 03 04)

associée a cette matrice est égale a:

Pour les exercices et on considére une chaine de Markov (X,) a deux états (A et B) dont la matrice de

0,3 0,7

transition est (dans l'ordre alphabétique) M = [ 4] etn,=(1 0).

P(X, =A) est égale a 03 0.7 06 04

Une distribution invariante m = [6 7]

7 6
- - TC = - - = =
pour cette chaine est : 1313 I [1 3 13] m=e 7 M=o

228
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CONTINU

Optimiser un réseau d’irrigation

Le graphe orienté ci-dessous représente un réseau

d’irrigation.
_>@_

%
@—s»@—

>

_6_>

/\

»@— 30
Dl

Le sommet A correspond au départ d’eau, le sommet Kau
bassin d'infiltration et les autres sommets représentent
les stations de régulation.

Les arcs représentent les canaux d'irrigation ainsi que le
sens du ruissellement.

La pondération donne, en km, les distances entre les
différentes stations du réseau.

Déterminer un chemin de longueur minimale entre le départ
d'eau A et le bassin d'infiltration en K et donner sa longueur.

D’aprés Bac ES Asie 2016
Jhode

A p. 205
Evolution d’un marché

Dans un pays, deux opérateurs se partagent le marché
de télécommunications mobiles. Une étude révele que
chaque année:
¢ parmi les clients de I'opérateur EfficaceRéseau, 70 % se
réabonnent a ce méme opérateur, les autres souscrivent
un contrat avec l'opérateur GénialPhone ;
e parmi les clients de l'opérateur GénialPhone, 45 %
souscrivent un contrat avec l'opérateur EfficaceRéseau,
les autres se réabonne a GénialPhone.
Au 1¢" janvier 2020, on suppose que 10 % des clients
possédent un contrat chez EfficaceRéseau.
A partir de 2020, on choisit au hasard un client de l'un
des deux opérateurs.
Pourn € N, soit (X,) la suite représentant l'opérateur E ou
G auquel le client est abonné a I'année 2020 + n.
1.a) Justifier que (X,) est une chaine de Markov dont on
tracera le graphe associé.
b) Justifier que la distribution initiale (dans l'ordre E, G)
estm,=(0,1 09).
¢) Donner la matrice de transition M associée a (X,).
2. Vérifier qu'au 1®" janvier 2022 environ 57 % des clients
ont un contrat avec EfficaceRéseau.
Soitw, = (e, g,)ladistribution associée aX,.
3.a) Quelle est la relation entre e, etg,, ?
b) Exprimere,,, en fonctiondee, etg,.
¢) En déduire quee,,, =0,25¢, +0,45.

D’apres Bac ES Liban 2018

2yode 2yode 2yode
A p.207 =EA p.209 A . 213

Sciences

Changement d’états
d’une particule
Un atome d’hydrogéne peut se trouver dans deux états
différents, I'état stable (S) et I'état excité (E). A chaque
nanoseconde, I'atome peut changer d'état.

A » Etude d’un premier milieu

Dans cette partie, on se place dans un premier milieu
(milieu 1) o, a chaque nanoseconde, la probabilité qu'un
atome passe de I'état stable a I'état excité est 0,005 et la
probabilité qu'il passe de I'état excité a I'état stable est 0,6.
On observe un atome d’hydrogéne initialement a I'état
stable. Soit, pour tout entier n, X I'état de I'atome apres
n nanosecondes.

1.a) Justifier que (X)) est une chaine de Markov dont on
tracera le graphe associé.

b) Justifier que la distribution initiale (dans l'ordre S, E)
estty=(1 0).

) Donner la matrice de transition A associée a (X,).

2. Exprimer 1, en fonction de it et A.

On souhaite déterminer la valeur de i ..

-1
120

inversible et que

On définit la matrice P par P = [1
1

3. a) Montrer que P est
4 1

_ 1 (120 1
1210 -1 )

b) Déterminer la matrice D telle que D =P~ AP.
4. Démontrer que, pour tout entier naturel n: A" =PD"P-1,
5. En déduire que :

1 | 120+0,395"
120(120(1-0,395")

Puis en déduire la valeurde .

6. Déterminer lim T, .Que peut-on en conclure concer-
n—+o

nant I'atome ?

1-0,395"
1+120x 0,395"

B » Etude d’un second milieu
Dans cette partie, on se place dans un second milieu
(milieu 2) dans lequel on ne connait pas la probabilité
que I'atome passe de I'état excité a I'état stable. On
note a cette probabilité supposée constante. On sait,
en revanche, qu'a chaque nanoseconde, la probabilité
qu’un atome passe de I'état stable a I'état excité est 0,01.
On reprend la chaine de Markov (X)) décrivant les états
de I'atome.
1. Donner, en fonction de g, la matrice de transition
associée a (X,) (dans l'ordre S, E).
2. Aprés un temps trés long, dans le milieu 2, la propor-
tion d’atomes excités se stabilise autour de 2 %. On admet
que (X,) admet une unique distribution invariante (ou
stationnaire) ;= (0,98  0,02). Déterminer la valeur de a.
D’aprés Bac S Polynésie 2018
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vers le supérieur

EX) Tirages consécutif de pile ou face TICE
On lance 40 fois une piéce bien équili-
brée. On se demande quelle est la pro-
babilité d’obtenir au moins 5 lancers
consécutifs identiques.
On notera cette probabilité recherchée p.
A » Estimation et simulation

N . R 11 2 2
1. a) A votre avis, a-t-on plutét p < 5, 5 sp< E oup= E ?
b) A I'aide de votre calculatrice, d’un logiciel de programma-
tion ou d'un tableur, simuler le lancer de 40 piéces. Est-ce
que cela abouti a une série d'au moins 5 lancers identiques ?
c) Refaire une dizaine de fois cette simulation. Peut-on
maintenir la conjecture faite en a) ?

B » Modélisation et calcul

Soit (X,) la suite représentant le nombre de lancers iden-
tiques consécutifs en cours au bout de n lancers.

Par exemple : au bout de 7 lancers, on peut obtenir P-P-
F-P-P-F-F, auquel cas la série en cours est de 2 faces donc
dans ce cas X, = 2.

De plussiX, =5, alors X, = 5 pour tout k = n.

1.a) Justifier que (X,) est une chaine de Markov a cinq états
(1,2,3,4et5) et expliquer pourquoi on a posé cette derniere
condition (X, = 5...) dans le cadre de l'exercice.

b) Donner le graphe probabiliste associé a cette chaine et
en déduire la matrice de transition M.

) Justifier que I'état initial de cette chaine est

=1 0 0 0 0.

2. a) Exprimer 7, en fonction de M et ;.

b) En déduire 7, puis une valeur approchée dep & 10-4
pres. Quelle conjecture était correcte ?

3. Adapter la méthode précédente pour connaitre la pro-
babilité d'avoir :

a) au moins 5 lancers identiques sur 50 lancers.

b) au moins 6 lancers identiques sur 100 lancers.

I Contrat d’assurance

Une compagnie d’assurance de voiture propose trois
niveaux dans les bonifications de contrats :

¢ le niveau 0 sans bonification,

e le niveau 1 avec une réduction de 20 %,

¢ le niveau 2 avec une réduction de 35 %.

Pour un assuré, la probabilité de ne pas avoir de sinistre
durant une année est de 0,8.

L'assuré diminue d’un niveau s'il déclare un sinistre lors de
I'année ; il monte d’un niveau si ce n'est pas le cas.

1. Démontrer que l'on peut modéliser la situation par une
chaine de Markov dont on précisera la matrice de transition.
2. Supposons a présent que lorsqu’au moins un sinistre est
déclaré, on baisse d'un niveau sil'année précédente aucune
déclaration de sinistre n'était faite et de deux niveaux si au
moins une avait été faite.

Justifier qu'en gardant le méme espace d’états, on ne
retrouve plus une chaine de Markov.

Comment modifier I'espace des états afin de construire une
chaine de Markov ?

EXN Marche aléatoire en dimension1 Algo

On considére un automate sur un parcours en cases ne pou-
vant aller que dans deux directions : a chaque étape il peut
soit avancer soit reculer d'une case de facon équiprobable.

A » Non bloqué aux extrémités
Pour cette partie 'automate ne peut se déplacer que sur
cing cases:

IENIERECRIR RN

La case 0 correspondant a sa position initiale.

Lorsque I'automate arrive a la case 2, a |'étape suivante
il peut soit aller en case 1 soit rester en casse 2 de fagon
équiprobable.

Le méme principe s'applique pour la case - 2.

Soit A, la position de l'automate a I'instant n.

1. a) Justifier que (A,) est une chaine de Markov a cinq états
(-2,-1,0,1et2) et tracer le graphe probabiliste associé.

b) Donner la matrice de transition M (dans l'ordre croissant
des états) ainsi que I'état initial 7ty associés a cette chaine.

2. Quelle est la probabilité que I'automate soit en case 2 a
la 5¢ étape ?etencase0?

3. En calculant &, ,, puis 75, émettre une conjecture
sur les positions possibles de 'automate au bout d’un trés
grand nombre d'étapes.

4. Montrer qu'il existe une unique distribution invariante 7,
pour cette chaine et la déterminer.

B » Bloqué aux extrémités

On consideére le méme parcours qu'en A mais cette fois-ci,
une fois arrivé aux cases — 2 ou 2 I'automate reste sur ces
cases indéfiniment.

Soit B, la position de I'automate a l'instant n.

Reprendre les questions 1 et 3. de la partie A avec cette
situation.

C» Simulation d’une marche aléatoire
Cette fois ci I'automate se déplace sur un parcours sans
extrémités :

==l [2]3]~]

Compléter le programme Python a ci-dessous afin qu'il
renvoie la liste des différentes positions de I'automate apres

n étapes.
[0 prrvon A

Programme
lienminifr/maths-e07-07  [i] ]

import random
def automate (n) :
for i in range(..):
p=positions[-1]
if random.random()<..
P:
else:
P:
positions.append (p)
return positions

EEE
F.

Exécuter le pour différentes valeurs de n.
Finit-on toujours par revenir ala case 0 ?



EH séances d’accompagnement
personnalisé

Au cours de I'année, les séances d’accompagnement per-
sonnalisé (AP) de mathématiques proposent aux éleves
de se mettre dans trois groupes : Confirmé (C), Moyen (M)
et en Besoin (B). Chaque semaine, un éleve peut changer
de groupe.

Les études statistiques sur les premiéeres semaines de 'année
ont permis de dégager les tendances suivantes :

- un éléve du groupe By reste la semaine suivante avec
probabilité de 0,6 ; il rentre dans le groupe M avec une
probabilité de 0,25 ;

- un éléve du groupe My reste la semaine suivante avec
une probabilité de 0,6 ; sinon, il passe dans I'un des autres
groupes avec une probabilité identique ;

- un éléve du groupe B a une chance sur 7 de rester dans
son groupe sinon, il a trois fois plus de chance de rejoindre
le groupe M que le groupe C.

On suppose que lors du premier jour, le professeur considére
toute sa classe en besoin.

1. Justifier que I'on peut modéliser la situation par une
chaine de Markov. On en donnera un graphe ainsi que sa
matrice de transition M.

2. Sil'on note mt,, la matrice distribution de cette chaine de
Markov pour n € N, donner i, et exprimer pour tout entier
naturel n, , en fonction de M et de 7,

3.0n consideére la matricet = (300 405 182).

a) Calculer le produit TM. Que constate-t-on ?

b) En déduire un état stable.

4. On propose le programme Python ﬁ suivant.

Algo

import numpy as np

u=np.array(..)

M=np.array (..)

for k in range(1,8):
u=u.dot (M)

print (u[l])

a) Compléter les valeurs manquantes.

b) Quelle valeur renvoie le programme apres exécution ?
Interpréter cette valeur dans le contexte.

b) Modifier ce programme pour qu'il affiche la fréquence déléves
en besoin au bout de trois mois d’AP. LAP est-il efficace ?

EEN Jeu de société

Dans un jeu de plateau, un pion peut se trouver sur trois
cases distinctes numérotées 1, 2 et 3.

Si le pion se trouve sur la case, il peut jeter i fois le dé.

Si la somme est congrue a 1 modulo 6, le pion va en case
3, si elle est congrue a 2 modulo 6 ou 4 modulo 6 le pion
va en case 2 et sinon le pion va en case 1.

On note X, la position du pion apres n tours.

1. Justifier le caractére markovien de la suite (X,,). Pourquoi
est-elle homogene ?

2. Déterminer sa matrice de transition ainsi que son graphe.
3. Le joueur gagne s'il reste deux fois de suite sur la méme
case. Quelle est la probabilité que le joueur gagne au bout
de deux tours ? Trois tours ? On pourra distinguer les états
initiaux au début de jeu.

vers le supérieur

Seulement le graphe
Donner toutes les informations concernant la chaine de
Markov donnée par le graphe suivant.

EEA Marche sur un triangle

Un lapin se déplace sur un

triangle ABC a chaque ins-

tant en sautant d'un som-

met a un sommet voisin

avec une probabilité pro-

portionnelle aux longueurs

des cotés du triangle.

On note X, sa position a l'instant n.

1. Démontrer que l'on peut alors construire une chaine
de Markov.

2. Déterminer la matrice de transition ainsi que le graphe
de cette chaine de Markov :

a) sil'on suppose que le triangle est équilatéral ;

b) si I'on suppose que le triangle est isocéle de sommet A
avec AB=2BC;

) si I'on suppose que le triangle est rectangle en A, avec

AB=§AC.
4

EA Dans une salle de jeu

Une société de maintenance prend en charge les réparations
d’une salle de jeu qui ouvre tous les soirs de la semaine.
Dans cette salle, deux simulateurs virtuels sont tres utilisés
et peuvent tomber en panne au cours de la soirée avec
une probabilité de 0,2. Un réparateur de la société vient
tous les matins mais il ne peut réparer qu'une machine en
une matinée.

Pourn € N, on note X, le nombre de simulateurs en panne
au début de la n-ieme soirée.

1. a) Montrer que la suite (X)) est une suite de variables
aléatoires définissant une chaine de Markov. On en donnera
sa matrice de transition ainsi que son graphe.

b) Déterminer la distribution invariante de cette chaine.
2. Suite a une compression de personnels, la société ne peut
plus envoyer un réparateur qu’un jour sur deux. Reprendre
la question précédente avec cette nouvelle hypothése.

3. Les réparateurs compétents ayant trouvé un meilleur
contrat dans une autre société, il ne reste plus qu’un répa-
rateur qui a besoin de deux matinées afin de réparer un
simulateur.

Justifier pourquoi, en gardant le méme espace d'états que
dans les questions précédentes, on ne peut plus parler de
chaine de Markov.

Montrer que l'on peut modéliser la situation de maniére
différente afin de retrouver une chaine de Markov avec un
espace de 5 états. Déterminer alors la probabilité que les
deux simulateurs fonctionnent au bout de trois soirées si
elles fonctionnent la premiere soirée.

7 « Chaines de Markov
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vers le supérieur

Mouton d’hier, mouton d’aujourd’hui

Chez les moutons, un caractére

spécifique est donné par deux

génes:le géne M dominant et

le géne m récessif. Deux éle-

veurs de moutons adoptent

des stratégies d'accouplement

différentes.

Stratégie 1:un mouton de la n-iéme génération est accou-

plé avec un mouton présentant Mm ;

Stratégie 2 : un mouton de la n-iéme génération est accou-

plé avec un mouton présentant MM.

1. Modéliser chacune des situations par une chaine de

Markov.

2. Que dire de I’évolution du caractére chez les moutons

des différents élevages ?

EIN Chaine a quatre états Sciences

A » Etude de probabilités

On consideére une chaine de Markov (X)) a quatre états,
={1;2;3; 4}, dont la matrice de transmon est donnée

0 075 025 0
06 0 0 04
0 0 1T o0
0 0 0 1

1. Comment interpréter les deux derniéres lignes de la
matriceQ ?

2.Tracer le graphe associé a cette chaine de Markov.

3. Déterminer la probabilité des événements suivants :

(=1, =3))
w_nnw 4))

par Q=

(

(X=2N 0, =1)N (X,=2)

((= nw_mmw_m

(%=1 N0 =2)N(X,=3) N (X;=4)

((xo = ) n (x1 =2)N(X,=3) N (X;=3)).

4. Montrer qu’une distribution &t de cette chaine est inva-
riante si, et seulement si, il existe x et yavecx +y =1, tels
quen=(0 0 x ).

B » Modélisation

Un biologiste s'intéresse a l'impact et au traitement d'une
maladie sur une culture botanique. Une plante peut se
retrouver, jours aprés jours, dans les états suivants :

saine ; impactée ; stérile ; morte.

Lorsqu'une plante est morte ou stérile, il n'y a plus rien a
faire.

Lorsque la plante est saine, elle a trois chances sur quatre
d'étre impactée ; sinon elle devient stérile directement.
Une fois impactée, une plante a trois chances sur cing d'étre
saine de nouveau aprés le traitement, sinon elle meurt.

1. Quelle est la probabilité pour une plante saine de mourir
au bout de deux jours ?

2. Si l'on suppose qu'apres un grand nombre de jour les
états des plantes se stabilisent, vers quels états se stabi-
lisent-elles ?

N R . Démo
KB Chaines a deux états (mpsi) (Pcsi

On considére une chaine de Markov a deux états.
1. Justifier qu'il existe deux réels p et g dans [0 ; 1] tels que
la matrice de transition de cette chaine soit de la forme
1-p p
q 1-qg
2. Déterminer toutes les distributions invariantes de cette
chaine de Markov.

3.a) Par récurrence, démontrer que, pour tout entier natu-
relnnonnul,ona:

on = 119 p +(1—p—q)” p -p

p+q\q p p+q -9 q
b) Que peut-on dire de la matrice Q" lorsque n tend
vers +o ?

Q=

ETI) Rebatir sur les cendres Sciences

En 2020, des incendies ont ravagé une grande partie de
I’Australie. Il est établi que presqu’un tiers des koalas ont
été exterminé. La faune et la flore vont se rétablir mais de
plus en plus d'incendies sont prévus dans les années a venir.

A » Lintervention de 'homme et la persistance de cer-
taines graines permettent a la forét d'évoluer aprés ces
catastrophes : on s'intéresse a une portion de forét qui peut
étre, année aprés année, soit a dominante eucalyptus (E),
soit a dominante banale (B) soit décimée par les flammes
(D). On suppose que I'évolution de la forét suit une chaine

de Markov (X)) dont la matrice de transition, dans l'ordre E,
05 03 0,2

B, D, estdonnéepar Q=|0,3 0,2 0,5|.
01 0,2 0,7

1.Quelle est la probabilité qu'en 2025, la forét soit a domi-
nante euclayptus ?

2. a) Soit n un entier naturel. Formuler I'événement
X, =BNX, ,=BNX, ,,=E).

b) On ne peut réintroduire des koalas dans le milieu que si la
forét a été trois années de suite a dominante eucalyptus. Quelle

est la probabilité que cela se produise a un moment donné ?

B » D'une année sur l'autre, on suppose que la fréquence des
grands incendies évolue selon la chaine de Markov (Y,) dont

0,4 0,6

dans l'ordre des états 0, 1, ol I'événement (Y, = 0) signifie
qu’un incendie a eu lieu aprés n années. Quelle est la pro-
babilité qu'en 2025, la forét subisse un incendie ?

. " . 0,3 0,7
la matrice de transition est donnée par M= [ ]



ELH Dresser une araignée Sciences

On tente de dresser une araignée afin qu'elle puisse obéir
a un ordre simple : couché. On effectue une série d'essais
consécutifs et apres chacun d'eux, si 'araignée a obéit a
l'ordre, elle recoit une récompense. Cette araignée peut
étre dans différents états d'esprit.

Etat 1 : elle ne sait pas si elle recoit une récompense et
n'obéit donc pas a l'ordre.

Etat 2 : elle se rappelle gqu'elle recoit une récompense et
obéit donc a l'ordre, mais elle pourra oublier par la suite.
Etat 3 : elle obéit directement a l'ordre.

On suppose qu'aprés chaque essai, elle change d'état

1 1
- - 0
2 2
. . . 1 1 5
d'esprit selon la matrice de transition Q=|—- — —
2 12 12
0 0 1

On note (X,) la chaine de Markov construite a partir de I'état
d'esprit de l'araignée, avec X, son état d'esprit au n-ieme
essai. On suppose que P(X, = 1) = 1.

1. Donner le graphe de cette chaine de Markov.

2. Déterminer la distribution :

m=(PX,=1) PX;=2) PKX,=3)).
3. ExprimerP(X_, ,=1)en fonction de P(X,=1)etP(X =2).
4. Exprimer P(X, ,=2)en fonction de P(X,=1)etP(X,=2).

5. Démontrer par récurrence sur n que les matrices
v, = (P(X,1 =1 PKX,= 2)) sont définies par la relation :

n

11
V. o=V, 2 2
n 0 l l
2 2
6. On admet qu'il existe une matrice inversible P telle que
1T 1 5
- = - 0
2 2 6 B e
D117 P : P~'.0n ne cherchera pas a déterminer
- - 0 ——
2 2 4

P. Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que
n n
1
P(X,=1= a[gj + b[_ZJ _pour tout entier naturel n.

7. Avec quelle probabilité I'araignée va-t-elle alors obéir
a l'ordre lorsque le nombre d'essais devient tres grand ?

Chaines et congruences

On considére une suite )

MPSI

de variables aléatoires

1
indépendantes de méme loi donnée par P(Y, =2)=§

n=1

2 *
et P(Yn=—1)=§ , pour n € N'. Pour n = 1, on note

X, =Y, +...+Y,.

1. Montrer que (X,) ., forme une chaine de Markov.

2. Montrer que pour tout entier natureln=1,P(X, =0)=0
sin n'est pas un multiple de 3.

vers le supérieur

ETEY Trajectoires

Maéva doit voir ses amis dans les villes de Vannes, Brest et
Rennes. Elle peut passer plusieurs jours au méme endroit
et ses trajets sont modélisés par une chaine de Markov (X,)
ou X désigne la ville ou elle se trouve au jour n.

Cette chaine admet pour espace d'étatsE={V;B; R} et sa

0,2 06 0,2
matrice de transition estdonnéepar Q=|0,15 0,4 0,45]|.
01 08 0,1

On appelle trajectoire la suite de lettres de son itinéraire ;
par exemple la trajectoire BBRV signifie que Maéva a passé
les deux premiers jours a Brest, puis qu'elle s'est rendue a
Rennes puis le quatrieme jour a Vannes.

1. Exprimer la trajectoire VRR en termes d'événement.

2. Justifier pourquoi P(XO:V)m()q:R)(Xz =B)= P(XER)(X2 =B).

3. En déduire la probabilité de la trajectoire VRB.

4. Des deux trajectoires suivantes, BRB, RBV, laquelle est la
plus probable ?

5. Calculer Q? et Q3. Quelle est la probabilité que Maéva
revienne dans une ville un jour aprés l'avoir quittée ? Deux
jours apres l'avoir quittée ?

Matrices stochastiques (MmPsI peme
Pour un entier naturel n > 1, on note S I'ensemble des
matrices stochastiques d'ordre n.

A » On note X la matrice colonne d'ordre n constituée uni-
quement de 1. Soit A = (aij) e, R).

n
1. Démontrer que AX = X si, et seulement si,zaij =1pour
toutli=n. j=1
2. En déduire que S est stable par produit matriciel, c'est-
a-dire que si A et B sont deux matrices de S, alorsABE S .

B » On dit qu'une suite de matrices (A,) converge vers
une matrice L si toutes les suites de termes généraux les
coefficients de A, convergent respectivement vers les coef-
ficients de L.
1. On s'intéresse dans cette question au casn = 2.
a) Justifier qu'une matrice A € S, s'écrit toujours de la forme
A= p1-p pourp,q € 1[0;1].

-9 ¢
b) Si(p;q)=(0;0)ou(1;1),calculer A" pourn € N.
2. On suppose cette fois que le couple (p; ) est différent
de (0;0) etde (1;1).
a) Déterminer deux réels a et b tels que l'on ait I'égalité
polynoémiale en X suivante :
X'=X-1)X-(p+qg-1)PX) +aX + b, ou P(X) est une
expression polyndémiale en X que l'on ne demande pas de
déterminer.
b) En évaluant I'expression polynomiale pour X =A, déduire
A" en fonction de p, de g et de n.
c) Montrer alors que la suite (A") converge et vérifier que
sa limite est une matrice stochastique.
3. Revenons au cas général et considérons A € S . Démon-
trer que si la suite (A") converge vers une matrice B, alors
BES, etB2=B.

7 « Chaines de Markov
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Travaux pratiques

s
TICE _ %33 min Chercher

n Algorithme PageRank o

Internet est composé d'une multitude de pages HTML liées entre elles par des liens hypertexte.

Lors d'une recherche sur Internet, le moteur de recherche doit pouvoir classer la multitude des pages Internet
correspondant a la recherche.

Cest a cet effet qu'a été créé I'algorithme PageRank.

A» Un premier exemple
On considere un «micro-web» composé de quatre pages Internet, les liens hypertexte de ces pages sont présentés
dans le graphe ci-dessous.

Chaque arc représente un lien hypertexte, par exemple la page 3 contient un lien vers la page 1 mais la page 2 ne
contient pas de lien vers la page 1.
1. Déterminer le nombre de lien de chaque page. 1
Si une page contient n liens, alors chaque lien de cette page aura pour poids —.
2. Recopier le graphe et pondérer chaque arc en utilisant la régle ci-dessus.
Pour classer les quatre pages, on leur attribue un score : s, pour P1, s, pour P2, ....
PageRank attribue les scores en suivant cette regle :
SoitP,, P,, .., P, 'ensemble des pages ayant un lien vers une page P, soit c,, ¢,, ... ¢, les poids respectifs de ces liens,
alors le score de P, ests, =¢;5; + 5, +... +C, 5 ..
6s,-35;-25,=0
. =35+35,-5,=0
3. Montrer que les scores s,, s,, 55 et s, de nos pages vérifient le systeme
-35,+6s;-25,=0
-5, =S3+25,=0
On peut remarquer que ce systeme admet plusieurs solutions, c’est pourquoi nous allons ajouter une contrainte :
Sp+Sy+s3+s,=1.
4. Résoudre ce systéme et donner les valeurs de s,, s,, 55 et s,. Quelle page a le plus haut score ?

B » Deuxiéme exemple

Appliquer I'algorithme PageRank vu précédemment sur ce «micro-web» pour déterminer la page avec le plus haut
score.

Le systéme a résoudre ayant 13 équations, on pourra utiliser un solveur en ligne pour le résoudre (Exemple de
solveur en ligne : matrixcalc.org/fr.)

Raisonner N\
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a Urnes d’'Ehrenfest

En 1907, les époux Ehrenfest introduisent un modele pour illustrer le comportement de certains phénomenes
mécaniques comme le mouvement d’un grand nombre de particules dans des espaces confinés.

Le modéle étudié est le suivant : on dispose de deux urnes (A et B), 'urne A contenant N boules numérotées de 1
aNalinstantn =0.

A chaque instant, on tire au hasard un nombre entre 1 et N et on change la boule portant le numéro choisi d’urne.
On s'intéresse au nombre de boules contenu dans I'urne A a l'instant n, que l'on consigne dans une variable aléatoire

(X).
P : [0 Pviion A2
A » Simulation du modéle Programme

Le programme ci-contre est écrit en langage Python = R

La fonction Ehrenfest simule le contenu de I'urne A et renvoie import random
une liste X correspondant aux différentes valeurs prises par X, pour import matplotlib.pyplot as plt

les étapesOan def Ehrenfest(N,n):
1. Compléter les pointillés : A=[i for i in range (1,N+1)]
@: A est une liste contenant les numéros des boules contenues dans Xn..

for k in range (n):

I'urne. . . b=random.randint (1,N)
Comment calculer Xn a partirde A ? if b in A:

@ : b est le nombre choisi au hasard.

Quelle fonction Python (‘ permet d'ajouter ou enlever un élément else:

d’une liste ?

Xn ..;ppend (..) @

2. La fonction courbeEhrenfest trace la courbe représentant X, return Xn

en fonction de n.
a) Exécutez le programme et entrer courbeEhrenfest (500, 1000) pour observer I'évolution de (X,).
b) Etudier I'évolution de I'urne pour différentes valeurs de N.

Comment semble se comporter (X, ) lorsque n tend vers l'infini ?

B » Etude du modéle

1. Justifier que (X)) est une chaine de Markov, on admettra qu'elle est homogeéne.
2. Donner la distribution initiale 1, associée.

Le modéle d'Ehrenfest peut étre représenté partiellement par le graphe suivant.

2. Expliquer pourquoi, dans ce graphe, seuls les sommets consécutifs sont adjacents.
3.5oitietjE{1,2,...,N}, on souhaite calculer Q(, j) = Ry _ ;(X,.,) = (j).

a) Déterminer, en justifiant, les valeurs de Q(0,1) et QN - 1, N).

b) Que vaut Q(i, j) sii etj ne sont pas consécutifs ?

c) CalculerQ(i, i+ 1) et Q(i, i — 1) en fonction dej et N.

4. En déduire le poids de chaque arc ainsi que le matrice de transition M associée a (X,).
5.0n prend le cas particulier N = 4. A 'aide du calculatrice ou d’un logiciel de calcul matriciel, étudier le compor-
tement de 1, lorsque n tend vers l'infini.

o . -
Comment se comporte , pour n pair ? Pour n impair ?

Modéliser ™\

7 » Chaines de Markov
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Lexique p.237

Tous les mots de vocabulaire utilisés en Maths expertes.

'5! Formulaire de Terminale p.242

Nombres complexes...........ccccooevreeerererennne. p. 242
Ensemble des nombres complexes .......cccoeeeeeunnee p.242
Opérations dans C p.242
Conjugué p.242
Formule du bindme de Newton p.243
€quations du second degré p.243
Polyndémes p.243
Affixe p.243
Module p.24bL
Argument p.24lL
Forme trigonométrique, forme exponentielle....... p.244
Formules de Moivre et d'Euler p.244
Formules d'addition et de duplication..................... p.2ul

Arithmetique..........cooooe, p. 245
Propriétés de N p.245
Multiple, division, congruence p.245
PGCD, Théorémes de Bézout et de Gauss............... p.245
Nombres premiers p.245

Matrices et graphes............ccooeveveveverrnee. p. 246

Matrices p.246

Graphes p.2u7

Chaines de Markov p.247




Lexique

A-B

Adjacence [Matrice d’) p. 176

Adjacent (sommet) p. 174

Adleman(Leonard) (né en 1945)

Chercheur américain, spécialisé en in-
formatique. Il est I'un des concepteurs
du chiffrement RSA ce qui lui valut le
prix Turing en 2002.

Algébrique (forme) p. 14

Algorithme

Une séquence finie d'instructions qui permet de ré-
soudre un probleme.

Arc p.174
Aréte p. 174

Argand [Jean-Robert) (1768-1822)

Libraire féru de mathématiques, il
donne une interprétation géométrique
des nombres complexes et une dé-
monstration rigoureuse du théoréme
de d’Alembert-Gauss.

Arrét (Critére d’) p. 136

Bachet de Méziriac (Claude-Gaspard) (1581-1638)

Mathématicien et poéte francais, ses
travaux portent sur les fractions conti-
nues et sur la théorie des nombres.
Il démontre pour la premiere fois le
théoreme de Bachet-Bézout.

Bernoulli [Jacques) (1654-1705)

Mathématicien et physicien suisse,
grand frére de Jean. Il définit la notion
de probabilité et introduit les notations
encore utilisées au XXI° siécle. Ses ne-
veux Nicolas et Daniel poursuivent par
la suite son ceuvre.

Bézout (Etienne) (1730-1783)

Mathématicien francais, il publie en
1779 sa Théorie générale des équations
algébriques ou il étudie le c6té symé-
trique des racines d’une équation al-
gébrique. Il généralise la démonstration
de Bachet concernant le théoréme de Bachet-Bézout.

Bombelli (Raphaél) (1526-1572)

Mathématicien italien, auteur de L’Algebra (1572) et
connu pour ses méthodes de calcul concernant les
racines carrées.

Bon ordre (principe du)

Brahmagupta (598-670)

Mathématicien et astronome indien. Il
définit le zéro et les régles des signes
sur les entiers relatifs. Il utilise I'algébre
pour résoudre des problémes astrono-
miques.

Cardan [Jérome) (1501-1576)

Mathématicien, philosophe, astrologue
et médecin italien, il est en désaccord
avec Tartaglia concernant la paternité
de la découverte des solutions des équa-
tions du 3¢ degré.

Carmichaél (nombre de) p. 157

Carmichaél (Robert Daniel) (1879-1967)

Mathématicien, physicien et philosophe
américain, ses travaux en théorie des
nombres concernent en particulier les
nombres premiers. Un nombre de Car-
michael est un nombre pseudo-premier
de Fermat (par exemple 561 =3x11x17),

il passe le test de primalité de Fermat alors qu'il est
composé.

Cayley [Arthur] (1821-1895)

Mathématicien anglais, il est le premier
a multiplier des matrices. Avec Hamil-
ton, ils sont a l'origine du théoreme de
Cayley-Hamilton portant sur les po-
lyndmes caractéristiques en algebre
linéaire. Ce théoréme sera démontré par
Frobenius en 1878.

Chaine [de longueur n) p. 174
Chaine de Markov p. 206
Chaine homogéne p. 208
Chemin (de longueur n) p. 174
Chiffrement affine p. 125
Circuit p. 174,
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Clé (publique/privée) p. 159

Moyen de chiffrer ou de déchiffrer un message via un
systeme de chiffrement.

Coefficient (d'une matrice) p. 166
Complexe (nombre) p. 14
Composé (nombre) p.136
Congruence p. 86
Conjugué (nombre complexe) p. 18
Crible (d’Eratosthéne) p. 134
Critére de divisibilite p.81

Particularité d’'un entier permettant de déterminer si
un nombre est divisible par un autre.

Cycle p. 174
Décomposition

(en facteurs premiers) p. 140
Degré (d’'un sommet) p. 174
Descente infinie (principe de la) p. 82
Déterminant (matrice) p. 170
Diagonale d'ordre n (matrice) p. 166

Dijkstra (Edsger] (1930-2002)

Mathématicien et informaticien néer-
landais a l'origine de l'algorithme qui
porte son nom. Lalgorithme de Dijkstra
permet de calculer le plus court chemin
sur un graphe pondéré.

Diophante d'Alexandrie (lI* ou lll* 5)

Mathématicien grec quia vécu a Alexan-
drie. Son ouvrage le plus important, Les
disquisitions arithmétiques, porte en
partie sur I'étude des équations dont
les solutions sont cherchées parmi les
nombres entiers, voire rationnels.

Distribution p. 212
Distribution initiale p. 208
Diviseur (dans Z) p. 82

Soit a et b deux nombres entiers. S'il existe un nombre
entier k tel que a = bk, on dit que b divise a ou que b
est un diviseur de a.

Divisibilité (dans Z) p. 82

Division euclidienne (dans Z) p. 84

Ecriture algébrique (nombre complexe) p. 14

Ehrenfest (Paul) (1880-1993)

Physicien théoricien, éléve de Klein et
de Hilbert, il est a l'origine avec son
épouse Tatiana du modele stochastique
des urnes.

Entier (nombre)

Peut désigner un nombre entier naturel (0, 1,2, 3, ...)
comme un nombre entier relatif (...,~2,-1,0, 1,2, ...).

Equations diophantienne p. 114

Equations de la forme ax+by = caveca, b, c, x ety
des entiers relatifs.

Equivalence (relation d’) p. 86

Eratosthéne (vers 200 s. av. J.-C.)

Astronome, géographe, philosophe et
mathématicien grec. Il est connu pour
avoir calculé la mesure de la circonfé-
rence de la Terre. En mathématiques, il a
établi une méthode pour établir une liste des nombres
premiers : le crible.

Espace d'états p. 206

Euclide (vers 300 av. J.-C.)

Mathématicien grec, il démontre dans
ses Eléments de nombreux résultats en
géométrie ou en arithmétique, d'ou les
notions de géométrie euclidienne, de
division euclidienne ou encore d’algorithme
d’Euclide.

Euler (Leonhard) (1707-1783)

Mathématicien et physicien suisse. Il
introduit une grande partie des nota-
tions des mathématiques modernes.
Lorsqu'il étudie le probleme des ponts de
Konigsberg, il pose les bases de la théorie des graphes.

Fermat [Pierre de) (1607-1665)

Magistrat, poete et mathématicien fran-
cais. Il appliqua l'algébre a la géométrie
et est I'auteur de plusieurs théoremes
ou conjectures en théorie des nombres.
La plus connus fut démontrée 300 ans plus
tard par Andrew Wiles.

Fermat (Petit théoréme de) p. 140



Fibonacci (Leonardo) (1175-1250)

Mathématicien italien qui a étudié les

travaux d’algebre d’Al-Khwarizmi, ‘
les chiffres arabes et la notation al-

gébrique puis les a introduit en Oc-

cident. Il est aujourd’hui connu pour
la suite qui porte son nom, tirée d’un pro-

bleme d'un de ses livres Liber abaci publié en 1202,
qui décrit la croissance d’une population de lapins.

Frobenius (Ferdinand) (1849-1917)

Mathématicien allemand, ses travaux

portent sur la théorie des groupes et ‘
I'algébre linéaire. Il démontre le théo-

reme de Cayley-Hamilton en 1878.

Gauss (Carl Friedrich) (1707-1783)

Mathématicien, physicien et astronome
allemand, il est surnommé « le prince
des mathématiciens ». En 1801, il pu-
blie ses Disquisitiones arithmeticae ou
il définit la notion de congruence et les
premiéres propriétés modulaires associées.

Gauss (Théoréme de) p. 136
Germain (nombre premier de Sophie) p. 156
Germain (Sophie) (1776-1831)

Mathématicienne, physicienne et philo-
sophe francaise, elle est connue pour
sa correspondance avec Gauss et pour
ses travaux en théorie des nombres. Elle

est a l'origine du théoreme de Sophie
Germain et des nombres premiers de Sophie Germain.

Goldbach (conjecture de) p. 152
Graphe p174
Graphe (Markov]) p. 210
Graphe complet p.174
Graphe pondéré p. 204
Graphe probabiliste p. 210

Hamilton (William Rowan) (1805-1865)

Mathématicien, physicien et astronome
irlandais, il est a l'origine des quater-
nions. Ses travaux portent autant sur
la géométrie (optique, vectorielle) que
sur I'algebre (résolution d'équations po-
lynomiales).

Hill (Lester S.) (1891-1961)

Mathématicien et cryptologue améri-
cain, il est a l'origine d’un syteme de
chiffrement qui porte son nom : le
chiffrement de Hill.

Homothétie

Transformation géométrique associée a un agrandis-
sement ou a une réduction.

Hypatie d'Alexandrie (env. 360-415)

Mathématicienne, astronome et phi-
losophe grecque, elle est également
conseillére de plusieurs notables de la
ville d’Alexandrie. Elle est connue pour
ses commentaires scientifiques notam-
ment celui sur le livre Ill de I'Almageste de Ptolémée.

I-J-K-L

Imaginaire (partie) p. 14

Impair (nombre)
Nombre de la forme 2k+1 avec k entier relatif.

Interpolation polynomiale p.196
Inverse (de matrice) p.170
Inversible (matrice d'ordre 2) p.171

Klein [Félix) (1849-1925)

Mathématicien allemand, il est cé-
lebre pour ses travaux en théorie des
groupes. Il est I'auteur du Programme
d’Erlangen dans lequel il compare dif-
férentes géométries pour mettre en avant leurs si-
militudes.

Lagrange (Joseph-Louis) (1736-1813)

Mathématicien et astronome italien
naturalisé francais, il élabore le systéme
métrique avec Lavoisier pendant la
Révolution. Il démontre le théoreme
de Wilson.

Ligne (Matrice) p. 166
Luhn (Algorithme de) p. 103

Mandelbrot (Benoit) (1924-2010)

Mathématicien franco-américain, il étu-
die les fractales (pou de Mandelbrot,

flocon de Koch, tapis de Sierpinski ou

encore éponge de Menger) et décrit
leurs applications notamment en écono-
mie et en sciences.
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Markov [Andrei) (1856-1922)

Mathématicien russe, il soutient sa
thése en théorie des nombres sur les

formes quadratiques binaires avec dé-

terminant positif. En théorie des proba-
bilités, ses chaines de Markov marquent
le début du calcul stochastique.

Matrice

Matrice d’'adjacence
Matrice de transition
Matrice stochastique

Mersenne [Marin)] (1588-1648)

Ecclésiastique passionné de sciences, il
correspond avec des scientifiques dans
toute I'Europe. L'étude de la primali-
té éventuelle de certains nombres de
Mersenne est encore d’actualité.

Mersenne (nombre de)
Modulo

Moivre (Abraham de) (1667-1754)

Mathématicien francais, précurseur du
développement de la théorie des pro-
babilités. Il présente dans ses ouvrages
la notion de probabilité conditionnelle.

Multiple p. 82.

Newton (Isaac) (1642-1727)

Philosophe, mathématicien et physi-
cien britannique. Il est I'un des fon-
dateurs du calcul infinitésimal avec
Leibniz et la formule du binéme.

Nombre complexe
Nulle (Matrice) p. 168.

0-P

Opposé p.16

Pair (nombre)
Nombre divisible par 2.

Parcours (dans un graphe) p. 174.

Parfait (nombre)

Nombre égal a la somme de ses diviseurs stricts. Par
exemple6=1+2+3.

Pell (John] (1611-1685)

Mathématicien anglais, éléve de Briggs, ses travaux
portent sur les équations diophantiennes. Bien que
son nom Yy soit associé (grace a Euler), il n‘a jamais
travaillé sur I'équation de Pell-Fermat

PGCD (Plus Grand Commun Diviseur) p.108

Plus grand nombre de I'ensemble des diviseurs com-
muns a deux nombres donnés.

Poids (d'une chaine) p. 204
Polynéme (fonction) p. 22
Poulet (nombre de) p.151

Poulet [Paul) (1887-1946)

Mathématicien belge, il est connu pour ses travaux
sur les nombres parfaits et amiables.

Premier (nombre) p.136
Primalité (test de) p.136
Produit (de Matrice) p. 168
Puissance (de Matrice) p. 170

Pythagore de Samos (569-475 av. J.-C.)

Astronome, philosophe et mathémati-
cien grec. Disciple de Thales, il ne laisse
aucun écrit mais est connu par ses
disciples et successeurs. On lui attribue
l'origine du mot « mathématiques » :
celui qui veut apprendre. Il donne son nom

aux « triplets pythagoriciens » dont un exemple est
(3:4;5).

Q-R

Quaternions (d’'Hamilton) p. 195

Quotient (d’une division euclidienne) p. 84
Racine (d'un polynome)
Soit un polynéme P de degré n, n un entier naturel

non nul, I'ensemble des nombres z vérifiant P(z)=0
sont appelés racines du polynéme.

Réel (nombre)

Nombre représenté par sa partie entiére et une liste
(finie ou non) de décimales.

Réelle (partie) p. 14
Réflexivité (propriété de) p. 86

Reste (d’une division euclidienne) p. 84



Rivest [Ronald) (né en 1947)

Cryptologue américain, chercheur au
MIT, il est a l'origine de plusieurs algo-
rithmes a clé secrete et de différentes
fonctions de hachage. Il est I'un des
concepteurs du chiffrement RSA ce qui
lui valut le prix Turing en 2002.

Rotation p.172

Transformation géométrique associée au fait de
« tourner » un objet d'un certain angle par rapport
a un point.

RSA (systéme de cryptage) p.132

Schrodinger (Erwin)

Physicien et philosophe autrichien, cé-
lébre pour son équation d'ondes et son
expérience de pensée dite du « chat de
Schrodinger ».

Shamir[Adi] (né en 1952)

Mathématicien et cryptologue israélien,
ses travaux sont précurseurs de nom-

breux domaines en cryptographie :

différentielle, visuelle, etc. Il est I'un des
concepteurs du chiffrement RSA ce qui
lui valut le prix Turing en 2002.

Sommet (d'un graphe] p. 174

Sylvester [James Joseph) (1814-1897)

Mathématicien anglais, il introduit en
1850 le terme « matrice » et étudie
notamment les formes quadratiques
(et leurs invariants) ainsi que la théorie
des déterminants.

Symeétrie (propriété de) p. 86
Tartaglia (Niccolo Fontana) (1499-1557)

Mathématicien italien, il sort vainqueur
d’'un défi l'opposant a Antonio Del
Fiore (éleve de Scipione del Ferro) ou il
résout 30 équations du type x>+ px=q.
Il garde la méthode de résolution secrete

jusqu’au jour ou, sous promesse de silence, il la dévoile
a Cardan. Ce dernier, convaincu que Scipione Del Ferro
en est le véritable auteur, décide de publier ce résultat
dans son Ars Magna.

Théoréme fondamental

de l'arithmétique p.138
Tiroirs (principe des) p. 82
Transitivité (propriété de) p. 86
Translation p.172

Transformation géométrique associée au «glissement»
d’un objet.

Transposée (d'une matrice) p. 166.

Turing [Alan Mathison) (1912-1954)

Mathématicien et informaticien anglais,
considéré comme l'inventeur de l'or-
dinateur. Durant la Seconde Guerre
mondiale, il joue un réle majeur dans
le décryptage de code de la machine
Enigma utilisée par les armées allemandes.

V-W-2Z

Vecteur invariant

Viéte [Francois) (1540-1603)
Déchiffreurs de deux rois et mathé-
maticien francais. Il est le premier a
introduire des lettres et des symboles
en algebre.

Wessel [Caspar) (1745-1818)

Mathématicien et cartographe danois et norvégien,
il commence a utiliser la représentation par des
nombres imaginaires. Ses travaux, écrits en danois,
ne seront redécouverts qu'a la fin du XIX® siécle.

Wiles [Andrew]) (né en 1953)

Mathématicien anglais, lauréat du
prix Abel en 2016, célébre pour avoir
démontré en 1994 le théoréme de
Fermat-Wiles (ou grand théoréme de
Fermat).

Wilson (théoréme de) p. 156

Wilson (John) (1741-1793)

Mathématicien anglais, il a énoncé
(sans démonstration) le théoreme de
Wilson sur les nombres premiers.
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Formulaire de Terminale

- Ensemble des nombres complexes

® Définitionde C ® Forme algébrique
eRCC z=a+ibaveca et b deux réels.
0i2=_1 a = Re(z) (partie réelle de 2)
b =Im(z2) (partie imaginaire de 2)
® Egalité dans C

i {Re(z) =Re(z")
z2=2 &

Im(z) = Im(z”")

e 'addition et la multiplication ont les mémes
propriétés que dans R.

- Opérations dans C

Soitz=a+ibetz =a’ +ib aveca, b, a’ et b’ des réels tels que z = 0.

e Addition ¢ Inverse ¢ Quotient
z+2Z =(a+ib) + (a’ +ib") 1_= 1_ 2 a+ib
= (a+a)+ilb+b) ¢ atib Z atib
* Multiplication __Ix(a-ib) _ (@ +ib’)(a-ib)
zx2 =(a+ib)x (a’ +ib) (a+ib)(a -ib) (a+ib)(a - ib)
= ad’ +iab’ +iba’ + b’ = fz : _ da-iba’ +iba+ bb'
= (aa’ - bb)) + (b’ +a'b) B o oo O
* Opposé T 2402 ' a2+b? 202 a2t
-z=-(a+ib)
=-a-ib

-

:

Soit z=a +ib aveca et b deux réels.

e Définition Le conjugué de z, noté z, est défini par z = a - ib.

* Propriétés 3

¢ z+2z =2Re(z) ez=2 OpourtoutnEN,z_”=(Z)”

ez -2z =2ilm(z) e Z=-2 . 1 1
_ 7 _ — 'Slz;to, — =_
ez2ER=z=2 ez+z2 =Z+z z z
z€Rez=-Z T x g ’ P
. "axal=Exa eSizxo0[Z| L
\_ z z




Formule du binome de Newton

" (n
Soita € Cetb € C.Pourtoutn €N (a+b)" = Z(kjakb"‘k
k=0

- Equations du second degré N

e z2=gq ®az2+bz+c=0avecaz0
-Sia>0,alorsS={—\/E;\/E} On pose A =b? - 4ac
. e A<0,alors
-Sia<0,a|orsS={—i |a|;i1/|a|} *SiA>0,alors ~b-iy"A -b+iy-A
, —b-JA -b+A S= ;
eSia=0,alorsS={0} S= 5 ; 5 2a 2a
a a

e SiA=0,alors:
*SiA=0,alors S = {_i} az? + bz + c = a(z- z,)(z —‘zz) avec
2a z, et z, les deux solutions de

az?2+bz+c=0
\§ J

- Polynémes N

® Factorisation de 2" - a"

Soitae Cetn e N”

Pour toutz € C, 2" - a" = (z—a) x Q(z) avec Q un polyndme de degré au plusn - 1.
® Factorisation d’'un polynéme

Soit P un polyndme de degré n eta € C tel que P(a) = 0.

Pour tout z € C, P(2) = (z - a) X Q(z) avec Q un polynéme de degré au plusn - 1.

® Racines de polynome

Un polynéme non nul de degré n admet au plus n racines.

Le nombre de solutions d'une équation polynémiale est inférieur ou égal a son degré.

o Affixe d'un point, d’'un vecteur ® Milieu et vecteur
e M(a;b) <> Affixez=a +ib -EapouraﬁixezB—zA
a
o U[bJ — Affixez=a+ib ¢ Le milieu de [AB] a pour affixe ZATJFZB
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4 N

¢ Définition et expression ® Propriétés

|Z|=OM=1[(12+b2 °ZXZ=|Z|2 .izl

« Module et dist z| |

odule et distance °|z><z'|=|z|><z' ) ,

AB = |25 - 5| 2] El

U: ensemble des nombres com- |27 =" z | |

plexe de module 1
\§ J
P Argument N

P . o ¢ Argument et angle

 Définition et expression ¢ Propriétes .z

Si M(2) avec z # 0, un argument arg(z x z’) = arg(z) + arg(z”)[27]. (AB, AC) =arg [ﬁj [2n]

de z est une mesure en radians arg (2") =n x arg(z)[2n]. B A

de (u, OM). — Zn — 2

arg(l) =-arg(z) [2n] (AB,CD)=arg [ D_~cC ) [2n]
arg(z) = 6[2x]avecd € Rtel que: z Zg -2,
z’ ,
coso=2 arg[—) =arg(z’) - arg(z) [2n]
2 z
sinf=—
&

\§ J

- Forme trigonometrique, forme exponentielle N

¢ Forme trigonométrique

2 =r(cosB + isin6) avec r = || et
0 = arg(2)[2m]

* Notation exponentielle

€' = cos(0)+isin(0)

* Forme exponentielle
z=reavecr=|z| et® =arg(z)[2n]

.

¢ Propriétés
010  oi0 — oi(6+0)

(eie)n=ein9

i0’
e = oi(6'-6)
el

el0+2km — ¢10 qyec k € 7

¢ Racines n-iémes de l'unité
Z"=1

2ikn
[Unz{e n ,ke{0;1;2...;(n=-"1}

— Sommets d'un polygone régu-
lier a n cotés inscrit dans le cercle
trigonométrique.

J

¢ Formule de Moivre
cos(nB) + isin(nB) = (cos() + isin(6)")

- Formules de Moivre et d’Euler

e Formules d’Euler

cos(0) = %(eie +e79) et sin(0) = %(eie —e™i9)

* Formules d’'addition

cos(a - b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a -b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

- Formules d’addition et de duplication N

¢ Formules de duplication
cos(2a) = cos?(a) - sin(a)

=1-2sin%(a) = 2cos?(a) - 1
sin(2a) = 2sin(a) cos(a).




Proprietes de N

® Principe du bon ordre Toute partie de N non vide admet un plus petit élément.
® Principe de descente infinie Toute suite dans N strictement décroissante est finie.
® Principe des tiroirs Sil'on range (n + 1) chaussettes dans n tiroirs, alors un tiroir contiendra au moins

2 chaussettes.

Multiple, division, congruence N

e Opération sur les multiples (a|b eta|c) = (0ia + Bb) avec o, B € Z.
« Division euclidiennedea € ZparbEN*a=bqg +ravec0<r<b.
® Congruence a = b(n) < aetbont méme reste dans la division par n.

e La relation = est une relation d'équivalence.
e Multiple a=b((n) <a-b=0(n)

¢ Compatibilite
a=bnetc=dn=a+c=b+d(n).
a=b(n)etc=d(n)=ac=bd(n)
a=b(n)etk € N=agk=bk(n)

N J
- PGCD, Théorémes de Bézout et de Gauss N

e PGCD plus grand commun diviseur o Théoréme de Bézout

® g et b premiers entre eux < PGCD (a, b) =1. PGCD (a,b)=1 < uvE Z au+bv=1.

® Principe de l'algorithme d’Euclide e Corollaire de Bézout

a=bq+r= PGCD(a, b) =PGCD (b, r). L'équation ax + by = c admet des solutions entiéres <

® Linéarite c est un multiple de PGCD(a, b).

k € N, PGCD (ka, kb) = k PGCD (a, b). e Théoréme de Gauss

¢ |dentité de Bézout albc et PGCD (a,b) =1 = dc.

PGCD (a,b)=D=u,v € Z,au+bv=D. ® Corollaire de Gauss

bla, claet PGCD (b, ¢) =1 = bc|a.

N\ y,
- Nombres premiers \

* Définition * Test de primalité

p = 2, p est premier < p admet exactement deux n non premier = 2 <p < Jn divise n.

diviseurs positifs.
* Décomposition en facteurs premiers

* Nombre de diviseurs de n
N=(oy + (o, + 1) ... (01, +1).

=2:n=p,M 02% ... Om, . P
n M=Py I X Py e X X ppy o ® Petit théoréme de Fermat

® Gauss et nombres premiers

K

J
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¢ Matrice transposée SiA = (aij) est de dimension n x p, sa matrice transposée est Al = (aﬁ) de dimension p xn.
¢ Matrices particuliéres

ap, 0 ... 0
. . . . 0 022
Matriceligne:( a, a, ... a, ) Matrice diagonale: | . 0
0 0 ann
a, 1 0 0
. a, I "y 1 :
Matrice colonne:| Matrice identité : . 0
a, 0 0 1

SiA= (aij) etB= (bij)alors:
e Somme Le coefficient (i, j) de A + B est a;+ b,.j
p
e Produit Le coefficient (i, j) de AB est ZGIk bkj
k=1

e Déterminant Si A= [a Zj alors det(A) = ad - bc.
c

elnverseSiA=|1 b anrsA“=; d _b.
c d det(A) |-c a

¢ Résolution de systéme
Si A est inversible, alors le systéme matricielle AX = B admet pour unique solution X = A~'B.
* Transformation du plan . p x.

Si un point B est I'image d'un point A par translation de vecteur 4, alors [ BJ =( A] Y

+ .
) \Ia) |7,
. . . , Xg cosO -sin® X
Si B est I'image de A par rotation d’angle 6, alors = X
Yg) \sin® cosB) |y,
¢ Matrice en tableur
4 A B C D E B G H
OtA—123tB—456 1 1 2 3 4 5 6
nrentreA=|3 2 1|etB=|6 5 4 5 3 2 1 6 5
213 546 3 2 1 3 5 4 6
4
5
6
7
8

Produit : le produit AB est une matrice 3x3 on sélectionne un bloc de 9 cellules (par ex: de C5 a E7) et on écrit la
formule «<=PRODUITMAT(A1:C3;E1:G3)» puis on valide cette formule en appuyant sur les touches Ctrl+Maj+Entrée.

Somme : la somme A+B est une matrice 3x3. On sélectionne un bloc de 9 cellules (par ex : de C5 a E7) et on écrit la
formule «=A1:C3+ E1:G3» puis on valide cette formule en appuyant sur les touches Ctrl+Maj+Entrée.




Ve

-

La somme des degrés de tous les sommets d'un graphe est égale au double du nombre total d'arétes.

Soit M la matrice d'adjacence d’'un graphe I' de sommetsS,, S,, ..., S,, donnés dans l'ordre de la matrice.
* Le coefficient (i, j) de M donne le nombre d'arétes/arcs reliant les sommets S; a Sj.
¢ Le coefficient (i, j) de MP donne le nombre de chemins/chaines de longueur p reliant les sommets S; a Sj.

-

Chaines de Markov

P(ANB)
P(B)

* Probabilité conditionnelle
Soit A et B deux événements de I'univers : By (A) =

¢ Formule de la probabilitée totale
Soit B un événement de I'univers. Si la famille (4;),_;~,, forme un systeme complet d'événements, on a:
n

P(B)=Y PBNA,)=PBNA)+PBNA,)+..+PBNA,)
i=1
¢ Chaine de Markov
Si (X)) est une chaine de Markoy, alors
P(Xn=en)ﬂ...r1(xo=eo)(xn+1 =€) = P(X"=en)(xn+1 =epn)
 Transition en m étapes

Soitm € N'et (X,) une chaine de Markov de matrice de transition Q. Le calcul de probabilité pour passer d'un état
e;aun étate; en m étapes est :

N-1
P(X":ei)(Xn+m = ej) = 2 O(I ’ I)'D(Xn:e,)(xn+m—1 = ej)
1=1

C'est le coefficient sur la i-ieme ligne et j-ieme colonne de la matrice Q™.

¢ Distribution

Si (X,) est une chaine de Markov de matrice de transition Q on note pour toutn € N :
m, = (PiX, =€) PIX,=e,) PX, =ey_1).

Alors Tt, = m,Q"pour tout entier naturel n.

* Convergence des distributions
Sila suite (m)) converge, alors sa limite it vérifie T = nQ.

Dicomaths ¢ Formulaire de Terminale




Corriges

Nombres
complexes :
point de vue algébrique

et polynémes

A vous de jouer!

(1la)z=-2 b)z=0
E'x:3ety:— .
Ela)z1—z2:1+i b) 2z,2=-10 - 24i

3 1.
a)Z1=E—BI b)z2=_

@ Pour tout nombre complexe z non nul,

notonsZ—l—;.
zZ z -
= (1 1 1 1
(-3
z Z z z
S S
zZ z z z

Donc Z est un nombre imaginaire pur.

a)2Z=4+i<:>E=2+%i

=2—li.DoncS: Z—li X
2 2

_ _ 21
b)-3z=-2-iez=-+-i
3 3

(5
(@3)-is= 2[ J1k(—i)5*k:—4+4i
ico\k
a)z2—5=0<:>z2=5.
DoncS:{—\/E;\/g}.
b)z2+5=0¢& 22 =-5.
DoncS={—i\/§;i\/§}.
z3—23=(z—2)(az2+bz+c)

Or(z-2)(az2 +bz+c) =
az3 + (b-2a)z2 + (c-2b)z - 2c

Par identification 1=
c

-2c=-23
Donc 23 -23 = (z- 2)(z% + 2z + 4).
(19)1. (3 + 3% (-32+ (-3) +3=0

Donc -3 est une solution de I'équation.

2.224+3z22+2+3=(2+3)@z?2+bz+0)

Or (z + 3)(az?2 + bz + ¢) = az> + (b + 3a)

22+ (c+3b)z+3c
a=1

oo |bt
Par identification

Doncz3 +3z2+z+3=(z+3)(z2+1)
2B +322+2z+3=0(2+3)(Z2+1)=0
©z+3=00uz2+1=0
oz=-30uz2=-1
©&z=-30uz=-ioug=i
Donc S={-3;-i; i}
a)3z—4=iz+5i—14:>z><(3—i)=3+5i
3+5i (3+5i)(3+i)
= oz=——
3-i (3-i)(3+1)
2 9
@z—i+1—| DoncS= { +—i}.
10 10 5 5

2
b)z=-=+1e2z2=-2+2
z

o2-2+2=0.A=(-1)2-4x1x2=-7<0
1-iW7 1+i7
Z-|= etzz=
2 2
1—i~/7.l+i~/7}
2 ’

DoncS:{
2

(23)1.5,=ix0+2i=2i

Zy=iX2i+2i=-2+2i
2.a) Pourtoutn € N,

un+1:z"+,—zA=!><zn+2|—.(—1+|)

=ixg,+1+i
Oru,=z,-z,doncz, =u, +z,=u, -1 +i.
Doncu,, 1—|><(u —1+|)+1+|

=ixu, itz +i=ixu,
b) Pour toutn € N on considére la propriété
P(n) :«u,=(1-i)xi"»
Initialisation : pourn=0,u;,=z,-z,=1-iet

(1-0)xi®=1-i.Donc uy=(1 -i) x i°.

Donc la propriété est vraie pourn=0.
Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1)est vraie.
Uppq =ixu,=ix (1=0) xi" = (1-i) xi"!
Donc P(n + 1)est vraie.

Conclusion : pour toutn € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn € Nyu, = (1 i) xi".

¢) Pour toutn € N, u, =z, - z,, donc
Z,=U,+2,=u, - 1+i.

Doncz =(1-)xi"=1+i.

d)z,,= (1—|)><|62 T+i=(1-i)x(?3"-1+i
=(1-)x (13" =T+i=(1-i)=1)-1+i
=-2+2i
FCATI d'application
a)Re(zl)=5etIm(z1):—2
b) Re(z,) =0 etIm(z,) = /3
<) Re(z3) =4+ ﬁ et Im(z3) =
d) Re(z,) = -3 etIm(z,) =2
_ x=2
1+2x—5@ .
—2}l=4 }/:——
2
3
Doncx=2et y = —
(45]2)4-7i b)3-4i
) 4+2i d)—1+§i
a)z1:—— b)zzzi—ii
13 13

00 0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 0o

2. 5 2.
c)z3—5+5| dz, =- 5o0 .
(62]a)9 - b) 13 + 24i
c)-2-5i d)é+i£
77
4 (4
@)1, 202 +i)* = Z[kaki4*k=—7+24i
k=0

5

) (1-20)° 2( ]1’% 205K =41 + 38

k=0
8
2.(x+3)8 Zxkss k(]
k=0
8
Donc le coefficient de x®est 33‘6[6], soit 252.

a)Dans R, S=.Dans C, S ={-8i; 8i}.
b)Dans[R,S:{—\/S‘_;\/g}.
DansC,S:{—\/3—;\/§}.

c) Dans R, S={—\/g;\/g}.

Dans C, S:{—\/g;ﬁ}‘

d)DansR,S=. DansC,S:{—i 13 ;i\/ﬁ}.

(83)a) 22— 22 = (- 2)(z+2)
b) 23 -32=(z-3)(z2+32+9)

1.P(3)= -5x32+9x3-9=0
Donc 3 est une racine de P

2.P(2) = (z-3)(az®+bz+c)
= az3+(b-3a) z2+(c-3b)z-3¢
a=1 a=1
b-3a=-5 b=-2

Par identification =3
c-3b=9 c=3

-3c=-9 c=3

Donc P(2) = (z-3)(z2 - 22+ 3)

P(2) =0 = (z-3)(22-2z+3) =
©z-3=0etz2-2z+3=0

Résolvons z2 - 2z+3 =0

A=(-2)?2-4x1x3=-8<0.

Donc z, = _I\/§:1—i 2et
2:#:1“\5

Donc les racinesde Psont3;1- i\/f P14+ i\/f}
3.P(z) = (z - 3)(z - (1-1W2))(z -(1+¥2))
Pl2) = (z - 3)(z - 1+iv2)(z - 1-2)

eIl d'entrainement

(107]4. B-1=(z-1)(2+z+1)
P { —1—2|J— —1+|«/—}

2

3.j:—l+i£

2 2
4.a)2-1=0,donc?=1
b)(j- NP2 +j+1)=
Orj#1,doncj?+j+1=0



1-2i/3 +i2x3
4

,2_[—1+iJ§]2_
qj = - =
-1-i3

=
2 2x(-1-i)
1_—1+i\/§_(—1+i\/§)(—1—i\/§)
1 -1-iW3 -

Donc—=——7—=
J

Donc j2 =

1.Pourtoutn € N,

_ 1 2. .
Uni1 =2 _'_gzn +§'_'

1 L]

= E(z" -i)= 3Un

2. Pour tout n € N, on considére la propriété
n
P(n): « u,= (l) (1=i)».
3
Initialisation : pourn =0, u,=z,-i=1-iet
0
1 i

(5) (1=i)=1-1i.Donc uy = (1 -i) xi% et donc
la propriété est vraie pourn=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

1 1Y,
un+1:§><un=§>< g (1-1)

1 n+1
= (E) (1-1i). Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie,

doncu, = G) 1-i).

3.Pourtoutn € N,u, =z -i.Doncz,=u, +i

z, :G) (1-i)+
Préparer le BAC

5I@ @@ ~—mIO
2@ Q-0 =0
5@ 5@ 17)Q)
[148]1. Re(z) = -5 et Im(2) =
2.x=0ety=1
149)a)z4+2=2+12i b)z-2=6+2i
Q) zxZ =-43 +6i d) 22 =-33 + 56i
glo 2.5, z_27_34,
z 29 29 2 29 29
1.z_]=—2—i
2.7=(z-z+)=2-2-i=-Z
Donc Z est un nombre imaginaire pur.

, 9 23
3.a)g =—+—i

5

b)z’ + 2z’ = 2Re(z) = —

2’ -2’ =2ilm(z) = %i

(151)4)s= {— .} b)S={—%—%i}.
5= {i_,}‘ d)s={M 3*'—ﬁ}
4 2

e)s={-iV11;iW11; 1111}

(1521, 2 + 39/ =~ 119 - 120i
@ n) & n
2. 22"( ]: szw-k( ]:(2+1)"=3"
k=0 k k=0 k
10 S k~10-k 10
3.(x+2)10= Y xk2 h

k=0

10
Donc le coefficient de x” est 2107 [7 } soit 960.

(153] 2yt = 1= (- )2 + 2 424 1)
b)x3-8=x3-23=(x-2)(x%+ 2x+4)

1.a) 0 est une solution évidente.
b) 2x3- 2x? - 24x=0 < x(2x% -2x-24) =0
©x=00u2x2-2x-24=0

2-419%

A=196>0doncx, = Z =-3et

_2+419%
4

Xy =

DoncS={-3;0;4}
2.a)(-1)3-3(=1)2+25(-1)+29=0.
Donc -1 est solution de I'équation.

b) x3 -3x2 + 25x + 29 = (x + 1)(x2 - 4x + 29)
)S={-1;2-5i;2+5i}

155]1. 2, =2etz, =2 +2i.

2.Posons z=a+ ib aveca et b deux réels.

2 X Z = (a+ib)a—ib) = a? —(ib)? = a2 + b?
Donc z x z est un nombre réel.
3.a)uy=2;u,=4etu,=8.

b) Pour tout nombre complexe z, z X Z estun
nombre réel.

Donc z, x z,estun nombre réel.

Donc pour toutn € Nu, € R.

c) Pour toutn € N,

=(+iz, x(1+iz,

=(1+i)z, x(1-0)z,
=2u,

1= Zn1 X Bpgq

Donc (u,) est une suite géométrique de raison 2.

d) Pour tout n € N,u, =u,x 2" =2x2" =211,

€)2>1.Donc lim 2" =+%.Donc lim u, =+

n—+o n—+

4.a)[ y=2

n=0

while u<=1000:
n=n+l
u=2*u

print(n)

b) Lentier est 9.

(156] 1. a) £(3)= -

b) f(i) = - Z + g|. L’|mage deiest- Z + éi.
5 5 5 5

1
.Limage de 3 est - e

2.a)f(z) =3 © z=-5.'antécédent de 3 est -5.
b)f(z) =i & z=1+3i.'antécédent dei est 1+3i.
3.fle)=-zz=-4ouz=1

DoncS=1{-4;1}.

Nombres
complexes : point
de vue géométrique
et applications

A vous de jouer!

.1 zo—O zy=Tetz, =i
}’

ou
—1—10 2

w

Ela)|z1|:1/(—3)2 192 = /90
b)|z;| = (-4)12 + 22 =20

@a) arg(z,) = —%[ZR]

b) arg(z,) = %[Zn]
) arg(z;) =-n[2n]

FEY L

6 4 12

(i) {s 3
(g (i) s(5)=(3

= sm(:)cos(ﬂ + cos(gjsin[%] = @

2
arg(z,) = ?n 2] arg(z,) = %[27‘]
Donc arg[?] = arg(2,) - arg(z,)[27]
2
2 51
2
e 2] 2
.
a)z = 3¢ 3 ,
LA 2 2in -5
b)z,=e3|3e 3 —e3 x9xe 3 =9 3
2i1t 4|1|:
(21 o, {1 es3 }

J

(BN
2
)]
o) 3] -ox

2im

P=3xle 3 -1=3x

Corrigés



(%, rc)=arg[MJpn]
25 = 2p
4+4i-(1-2i) _ 3+6i
arg[ T )[Zn] = arg[—1 T ][Zn]
(3 + 6i)(1-2i)
((1+2-)(1 2i) )[ d=asiebal=0 ]
Donc A, Bet C sont alignés.
(25 2, x 2, = (3 + 3023 + 20
=63 - 6+|(6J—+6)

Or z, —3\/—e4 etz2 —4e6
Donc z,z, —12\/—eE

Donc12\/§cos( ) 6J— 6.

(51:) 6V3-6 _V6-2
cos =
12) 1242 4
ﬁ 1. ABC semble rectangle et isocele en B.
Zc-2 4+2i-(2-i) 2+3i
zp—2Zy -1+i-(2-1) -3+2i
_ (@+3i)(=3-2i) _

T (-3+2)(-3-2i)

(ﬁ,ﬁ): arg[z
Zp

£ o S

Zc—

& .
Et =1, donc |z - zy| = |z, - 2y, soit

Zp
BC=BA.

Donc ABC est rectangle et isocéle en B.

2. ABCD est un parallélogramme < AB=DCe
23— 2\ =2~ 2O 2 =3~ 2t 2y S Zp=1+4i
Donc l'affixe de D est z = 1 + 4i.

3. ABCD est un parallélogramme. Et ABC est un
triangle rectangle et isocele en B.

Donc ABCD est un carré.

PSR d'application

1.zA=1+3i;zB:3+2i
Zc=-2;zy=-3i

2.zﬁz2 i; ZCT)=—2+3I

(50]a) |z, = 32 + (-22 = 3.
be)=(V2) +7 =3

c)Izgl-\ji \/7 J—

a)arg(z,)=0[2n].  b)arg(z,) = g[Zn]

T
c)arg(z;) ——[215] d) arg(z4)=g[27t]
(654, 2, 2_7"
4 3 12
2 (7n)_ (n n)
cos| — |=cos| =+ =
12 4 3
n T

1. arg(z,) = —g[Zn] etarg(z,) = ——[Zn]

2.arg(z, X z,) = arg(z,) + arg(z,)[2x]

arg[?] =arg(z,) - arg(z,)[2n] = %[2;:]
2

arg(z7) = 5arg(z))[2n] = _ S?E[ZR]

o
b) z, = 20e 2

2T
a)z, = \/gel?

1 -
Q) z3= Ee 2

2 47[ Sn
.1U_J—1e3 e3'—1e3 e3

C J B

v

|
v O

o

Ll

-
2.P=6xfe3 -1

gl

P=6x

1.zc—zA:—1—3i—(9+2i)
25— 2p 3-i-(9+2i)

_=10-5i _(~10-5i)(-6+3i) _75

T -6-3i  (-6-30)(-6+3) 45

Donc k =

Jl
Donc (AB, AC) = 0[2n].
Donc A,B et C sont alignés.

d'entrainement

(88Ja)|1+2i|=\1? +22 =5

w|u1

2. arg(i) = 0[2m]

(AB AC) = arg[—

Exercices

cos(0) = an

On cherche@ e [0 o E} tel que
2 .
sin(0) =

N
%lm

=

Donc un argument de 1 + 2i est environ 1,11

b)|-2+i|=-22 +1 =5
cos(0) =

On cherche® e [E ; n} tel que
2 .
sin(0) =

G- &L

Donc un argument de -2 + i est environ 2,68

Q)]4-3i|=4/42 +(-32 =5

x cos(0) =—
On cherche®e|-—; 0] tel que
2 ) 3

sin(6) = =

Donc un argument de 4 - 3i est environ - 0,64

d)|-3-i|= /(=322 + (=12 =10

cos(0)=——

On chercheee[—n;—g] tel que J11—0
sin() = —

V1o

Donc un argument de -3 - i est environ - 2,82.

e = Z\ - 2,
1.(OM,ON) = arg[u][Zn].Or
2w~ 2o

3+i
zN—z0= 3 _ 3+i _ (3+i)(-9+3i)
Zy =2, —3-i -9-3i (-9-3i)(-9+3i)
_-0_1
90 3

Donc (OM, ON) = arg(—;)[Zn]

Donc(OM, ON) = [2n].
Donc les points O,M et N sont alignés.
2. MNQP est un parallélogramme
< MN=PQ Sz 2y =2 %
34i
S 20=2y " gyt 2 Zg =TI_(_3_i)+3i
13,
SzZg=4+ ?I
Donc pour que MNQP soit un parallélogramme,

I'affixe du point Q est 4 + ?i.

Préparer le BAC

@@ O [HE
@@ O =
00

a)zA=3+i
b)|zB|—J§etarg (25) ——[21t]

5T
|ZC| =2et afg(Zc) = —?[2117]. c) 2y = 2e| 6
5
1. |z1 |[=4et arg(z,) = _?n[zn]

3
|z,|= 5 et arg(z,) = T“[Z‘rt]

SRV )

e
Z=4xe 6

Jio 1o
3.2y =——+i—

2 2
(133]1.

[ p=m e
cos| x — — | = cos(x)cos| — |+ sin(x)sin| —
3 3 3

= %cos(x) + ?sin(x)

sin| x + — | = sin(x)cos| — |+ cos(x)sin| —
4 4 4

2

)
= —TSm(x) - TCOS(x)



2.cos[ 2x E|=2c0s?| E|-1
5 5

X6+2\/§_
16

5T
1‘a)z1:8\/§e|4
6 is—n6 6 [EE
22 =(8v2) |4 | =852 xe ¢

151[
—2097152><e 2 =2097152x e 2

=-2097152i

b)arg(z;) = — [ZTE]

arg(z115°°) = 1500 x arg(z,)[2n]
=1500 x 5%[2n]= 1875n[2n]= n[2n]
Donc 2,°% est un nombre reel.
2.1m(z;)=-8

o e 3] 4-2

Donc Im(zz) = —4\/5

Im(z,) # Im(z,). Donc (AB) nest pas parallele a
I'axe des abscisses.

[135] 1. sin4(x) = ( (- |e)]4

=L (e4ie 4120 4 6 4i20 +e-4ie>
16
1
=) E(2c05(46) — 4 x 2cos(20) + 6)
_ cos(40) - 4cos(20) + 3
8

2. cos(4x) + isin(4x) =
Aprés calcul, ona

(cos(x) + isin (x))*

sin (4x) = —4cos(x) sin3(x) + 4cos3(x)sin(x)
1.0A= |z, - 20| =2

OB = |z - z5|=2;0C=
Donc A,B et Cappartiennent au cercle de centre
O et derayon 2.

2. ABCD est un parallélogramme

& AB=DC S 25— 25 =2~ Zp

|zc - 25| =2

S 2Zp=2c- 2tz 2y =—4i
Donc les coordonnées de D sont (0 ; —4).

3. Soit lle centre du parallélogramme. | est le
milieu de [AC].

N o
Doncz - 2t % _3-3i
2
4a) “Zy _-2-\3+2i ixzﬁ
—zA S +i+2i 3
-2,
Donc ar A= Z=2n].
& zB—zA 2[ ]

b) (AB, AE) = g[Zn].

Donc les droites (AB) et (AE) sont perpendi-
culaires.

a) L'ensemble des points M est le cercle
de centre A d'affixe 3i et de rayon JE

b) Lensemble des points M est la médiatrice de
B d'affixe 3 + 2i et C d'affixe —4i.

¢) Lensemble des points M est la demi-droite
[OD), privé de O, avec D d'affixe-i.

d) Lensemble des points M est le cercle de
diametre [EF] privé des points E et F, avec E
d‘affixe 3 + 2i et F d'affixe -3 - 8i.

2kim

1.U7={e7;ke{0;1;...;6}

2in

2.L=|e 7 —1~0,87. La longueur des cotés

est environ 0,87.
P=7xL=6,07.Le périmétre est environ 6,07.

(139]1.(om, , OM, ;)= arg[ ;nJ[Zn]_

n
i 1

Orz, = 1z —X<2,=-"3%,
2 2 2

5% =
1
Donc (OM OMn+2) arg(—EJ[ZTt] .

(oM, . OM, ;) = -ni2n.
DoncOM, et MnJr2 sont alignés.

2.|zy| =50;

>< 50‘ 25et

|z3|=%><;7x50‘=§

n
3.0n conjecture que zn‘ = 50x G) o

4. Pour tout n € N, on considere la propriété

N
P(n): « |zn| =50x% (EJ o

Initialisation : pour n = 0, |z)| = 50 et

1° 1°
SOX(—j :SO,DonczO‘: SOX[—) .
2 2

Donc la propriété est vraie pourn=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

i i
n+1‘:52 =5 X|zn

n n+1
:l><50>< 1 =50x 1
2 2 2

Donc P(n + 1) est vraie.

fenl =132

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
.I n

Donc pour toutn € N, zn| =50X% (EJ

5.a) M, appartient au disque de centre 0 et de

rayon 0,5 si et seulement si |z,| < 0,5.

n=0

u=0

while u>0.5
n=n+l
u=1/2*u

print(n)

b) Cet entier est 7.

Divisibilité, division
euclidienne,
congruence

1.a) (x-)x+y)=21
Solutions: (11; 10)et (5; 2)
b) x(x - 7y) = 17. Pas de solution.

(3]aine10;-4;-2;4.
b)ne{-8;-2;0;6}

[5]ne0;5;:10;15

541 = (5220 = (- 1)21 =1 (13)
541 _ 1divisible par 13.

On dresse un tableau de congruence

n=...8 |0|1/2|3|4|5|6|7

nP=...8) |0 1|4|1]0/|1|4]1

L'équation est vérifiée pour les valeurs pairs
den.

[28)1.

n=...6)| 0| 1|2[3[4]|5

2"=...(9|1|2|4|8|7]|5

2.2" -1 divisible par 9 si n multiple de 6.

[18]1.100a = 0(25),0nan = b (25)
n divisible par25 < b divisible par 25.

2. Un entier est divisible par 25 si, et seulement
si, ce nombre se termine par: 00, 25, 50, 75.

FE AT d'application

1. Diviseurs de 220
1 2 4 5 10 11

220 | 110 55 44 22 20

2.5,0=T1+2+4+...
3. Les diviseurs de 284

1 2 4

+55+110=284

284 142 71

Syga=1+2+4+71+142=220
4.5,,0=284 et S,g, =220

@1.—1 208 =-24x51+16
Doncg=-24etr=16
2.1208=52%x23+12
Doncg=52etr=12

(62] 53 = 125 = 6 (17) donc 537 - 6" = 0 (17)
donc le reste est nul.

Corrigés



eIl d'entrainement

(75]1.

n=...4)| 0 1 2 3

20=...(5)| 1 2 4 3

2.1357=2(5)et2017=1 (4) donc
13572017 =2 (5).

1. Par double implication :

x5
n=0 (17)=10a+b=0 (17)=50a+5b=0 (17)

=-a+5b=0(17)=a-5b=0(17)

x10
a-5b=0 (17) = 10a-50b=0(17)
=10a+b=0(17)=n=0(17)
2.816:81-30=51:5-5 =0 donc divisible
par 17.

16983:1698-15=1683:168-15=153:
15 - 15 =0 divisible par 17.

Préparer le BAC

EH[ &) @ 7O

EB[A) @@ O
(@ 2@ IO
e@ ([05@ [0

1.700a 18 diviseurs: 1;2;4;5;7;10;
14;20;25;28;35;50;70;100;140;175;
350;700.

2.nef{-2,-1,0,1}

a) Les couples de la forme (0; y) et (x; 13)
avecx,y €N

b) (6;4) c(3;1)
(109, e3,9

1. Opération sur les multiples :
ddivise 53k + 2) - 3(5k-7) =31.
2de{-31;-1;1,31}L

111 ] g divise 5a-9b =7 doncd € (-7,-1, 1,7}
[112]1. A= ak(k + 1)

2. ket (k+ 1) sont des entiers consécutifs donc
I'un d'eux est pair. 8 divise alors A.

1.Vrain=66q+5=11(6q) + 5
2. Faux. contre-exemplen =16
le reste de npar 11 est 5 et par 66 est 16.

a+b=1400
1. avecb> 16
a=bg+16

d) Pas de solution

2.b(g+1)=1384

3.1384=23x173

(a;b) €{(1227;173);(1054;346) ; (708 ; 692) ;
(16;1384)}

%<b<%@33<b<34
b € {33, 34}les restes possibles sont 29 et 14.

Les entiers cherchés sont 0, 65, 136 et 219

&) Apprendre a démontrer p. 90
1.27=28-133=-1(7)

2.151 52004 = (33)668 =1 )668 =1(7)

Donc 15152004 _ 1 est divisible par 7.

32 018 — 33><672+2 = (33) 672x9 = (_ 1)672 xX2=2 (7)

Donc le reste de 329'8 par 7 est 2.

1.EIIearaison:
n=3(5=2n-11=6-11=-5=0 (5)
n=2(7)=2n-11=4-11=-7=0 (7)
n=1(9)=2n-11=2-11=-9=0 (9)
n=0(11)=2n-11=-11=0 (11)

2. Le puzzle contient 1 738 piéeces.

[120)a) x=23)

b) Avec un tableau de congruence, on
trouve :x=1(5) oux=3(5).

[121],,

x=...(6) 0/1/2/3/4]|5
x=...(6) 0/1/4[34/1
—x+4=...(6) 4/3/2/1/0
X-x+4=..(6) 4|4/0/4 4

2. Les solutions sont x=2 (6) ou x=5 (6).
1. Le cycle des restes de 4" par 7 est 3.
..(3) 0 1 2

n

4"=...(7) 1 4 2

2.2020=4(7)et2019=0 (3) donc
20202079 =49=1 (7) le reste est donc 1.

PGCD, théorémes de
Bézout et de Gauss

A vous de jouer !

1.n:54kaveck$0(7).
2.n€{54;108;162;216;270;324;432;486}.

Les solutions sont (18 ; 432), (54 ; 144),
(144 ;54), (432;18).

a) PGCD(144 , 840) = 24
b) PGCD(202, 138) = 2

1.87=31><2+25;31=25><1+6;
25=6X%X4+1
2.0n trouve le couple(5; - 14).

1. On trouve les solutions
x =45k
kez
y=33k
2. 'équation est équivalente a:
330+ 1) =45(-y+1)
On trouve alors les solutions :
X =—1+45k
kez
y=1-33k
3 et 5 divise x or PGCD(3,5) = 1 donc 15
divise x. 15 et 7 divise x or PGCD(15,7) = 1 donc
105 divise x.

1.PGCD(4, 3) = 1 et 2 est un multiple du
PGCD(4, 3) donc I'équation admet des solutions.
2.(2,-2)
3. Llensemble des solutions :
x=2+3k
kez
y=-2-4k

@1.0n pose oc:g avec PGCD(p,q)=1.
q

Ona:p? = q(-ap?-bpq - cq?)

g divise p donc g = 1et donc o entier.

2.0nprenda=0,b=0etc=n.

D'aprés 1. %/H est soit entier soit non rationnel.

FE AT d'application

On obtient les couples suivants et leurs
symétriques :
{(18;342), (54;306), (126 ; 234), (162 ; 198)}.

A l'aide de I'algorithme d’Euclide :
a) PGCD (4 935,517) =47

b) PGCD (2 012, 7 545) =503

c) PGCD (18 480, 8 745) = 165

x=-7+40k
On trouve {}’ kez

=-3+17k’

a=13k
1.0ntrouve kEZ
b =29k

2.0nt x=11+13k ez
. On trouve =244 29K’
(711)1.¢2,0)

x=2+4k

2.0n obtient: {}, 3k

exercices | (ERULEILELELS

2p? +5pq +5q% = -3¢°
1.0na:{p(p Py =

kEZ

2p® =q(-5p? - 5pq - 3¢°)

p divise 3g3 et PGCD(p,q) =1 donc p divise 3.
q divise 2p3 et PGCD(p,q) = 1 donc q divise 2.
2p€E{-3;-1;1;3}etqe(1;2} 3
On teste les 8 choix possibles et seuls ~ et

1
s sont solutions

Préparer le BAC

©O @O =6
O O IO
@@ @0 O
50

bdivise 1800 et 2 720 avec b > 9.

b divise PGCD(1800, 2720) = 360
be{10;12;15;18;20;24,30;36;40;45;
60;72;90;120;180; 360}

bdivise 1 545 et 3 375 avec b > 10.
B divise PGCD(1 545,3 375)=15donc b= 15.

a) PGCD (901, 1505) = 1
b) PGCD(2 012, 7 545) = 503

1-A12210826422

B|14/12| 2 |10/8|2|/6/4 2

D/ 2|10, 8|2 |6/4|2|2|0

2. Cet algorithme calcule le PGCD(A ,B)
Il est basé sur PGCD(A , B) =PGCD(B - A, A) que
'on démontre par double inégalité.

(110)1.-24+ 76 =1 donc PGCD(a, b) = 1.
2.-7a+4b=1doncPGCD(a,b)=1.

a) Fausse, contre-exemple:a=2etb=3;
onaPGCD(2,3)=1.Mais6x2+(-3)x3=3.
b) Fausse car PGCD(51 , 9) = 3 et 2 n'est pas
multiple de 3.

c) Vraie car 5a-14b=1.



1. Oui car PGCD(221,338) = 13 et 26 est
un multiple de 13.

2.0ndivise par 13: 17x+ 26y = 2. Une solution
est(-3;2).

a=5k
1.0n ales solutions : ,
b=21k

2. PGCD(5, 11) = 1, d'aprés le corollaire du
théoréme de Gauss 5 x 11 =55 divise(n - 9).

kez

1.n=1(5)=n-11=-10=0(5)
n=34)=n-11=-8=0(4)

donc (n - 11) est divisible par 5 et 4.
2.5et4divise (n-11) et PGCD(5, 4) =1 donc
20 divise(n - 11),onaalorsn=11(20)
Réciproquement, on vérifie que n=11 (20)est
bien solution de (S).

1.S0it D=PGCD(a, b) et d = PGCD(a, 9),
D divise a et b donc d divise —=(n + 3)a+ b =9
donc D < d. ddivise a et 9 donc d divise (n + 3)
a+9=bdoncd=<D.

2. (n-2) estun diviseur de 9.
ne{-7,-1,1,3,5,11}

1. Solution car PGCD(25,7) = 1.
2.(2,-7)

x=2+7k
3. Les solutions sont : keZ
y=-7-25k
117 |a) 4;1)
x=4+3k
kez

b) L luti t: ,
) Les solutions son {y:1+2k

1.0n ales relations :
p(3p? +4pq +2¢°) = 4q°
3p® = q(-4p? - 2pq + 49?)

p divise 4g°> comme PGCD(p, q) = 1, p divise 4.
g divise 3p3 comme PGCD(p, q) = 1, q divise 3.
2.0n teste les solutions avecp € {-4,-2,-1,1,

2,4} et g € {1, 3}. La seule solution est x =

3

Nombres premiers

\/317 =17,8. On teste tous les nombres
premiersjusqua17:2;3;5;7;11;13;17 qui
ne divisent pas 317 donc 317 est premier.

EI 1. Restes possibles:1;5;7;11.
2.p2+ 11 est divisible par 12::

p=...(12) 1 5 7 N
p?+11=...(12) 0 0 0 0

EI1.6468=22><3><72><11
16380=22x32x5x7x13
2.PGCD(6468,16380) =22x3x 7 =284

1.2 025 = 3*x 52, Nombre de diviseurs :15.
2. Diviseurs de 2 025:

30 3! 32 33 B

50 1 3 9 27 81

5t 5 15 45 | 135 | 405

52 25 75 | 225 | 675 | 2025

Théoréme de Fermat : 3P = 3(p) donc
3MP=3Mx3P=3"x3=3"(p).
3n+P _ 301 est divisible par p.

(18]1. Qo+ 1)2B+ 1) = 3(@+ 1B+ 1)
sof-a-f+1=3aB-1)-B-1=3
S a-1)P-1=3.
2.n=2*x32=1440un=22x3%=324.

1. a est pair donc a? + Test impair et donc
p est impair donc de la forme 4n + 1 ou4n + 3
2.0naa’+1=0 (p)donc a?=-1 (p)et donc
a*=1(p).

a) p ne divise pas a car sinon on aurait a2 =0 (p).
b) Supposons que p = 4n + 3. Comme p ne
divise pas a d'aprés le théoréme de Fermat :
ap—l = (a4)n aZ = (P)

€) Or (@) "a’=1"x(-1)=-1(p).

On a donc 1 =-1 (p) ce qui entraine p pair.
Contradiction.

3.pestdelaforme4n+1.

FC STl d'application

V419 = 20,5. On teste tous les nombres
premiers jusqua19:2;3;5;7;11;13;17;19
qui ne divisent pas 419 donc 419 est premier.
p divise a et a2+ b2donc p divise

(-a)a + 1(a? + b?) = b2. Comme p est premier
d’aprés le théoréeme de Gauss p divise b.

960=26><3><5.221 222 =2x53x%x2087

1.792 =23x32x 11.792 a 24 diviseurs.
2. Diviseurs de 792 :

20 2! 22 23
30x 110 1 2 4 8
31x11° 3 6 12 24
32x11° 9 18 36 72
30x11" | 11 22 44 88
3'x11' | 33 66 132 264
32x11' | 99 198 396 792

1. 29 est premier et ne divise pas 4, donc
428 =1 (29) et donc 4?8 - 1 est divisible par 29.
2.4=13)=4"=1"=1 (3)donc pour tout
n €N, 4" - 1est divisible par 3.

3.42=1 (5) = (4%)%=12k=1 (5) donc pour tout
k € N, 4% - 1 est divisible par 5.
42=_1(17)=(4?)2k=(-1)2k=1 (17)donc pour
tout k € N, 4% — 1est divisible par 17.

4.28 = 4 x 7, donc 428-1 est divisible par 3,
5,17 et 29.

exercices | (ERLLCILGEUELS

na6diviseurs donc nest de laforme n=p%q
avec pet g premiers. La somme de ses diviseurs
est28:1+p+p?+q+pg+p2q=28

S +p+p)(1+q)=28
1+g=3etl+p+p?=7doncl+p+p?=7
et1+g=4.p=2etqg=3doncn=22x3=12.

30) . 3x+4y=5(13) F,
.1 2x+5y=7(13) E,

-2E1+3E2=7y=11(13)E,
2.k;=2etk,=9

3. 2E; = y =9 (13). On remplace dans E, :
3x=8(13)E,.
9E4 = x=7(13)

Préparer le BAC

@ @ IO
EE@ 9@ [
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a) 157 premier  b) 243 divisible par 3
c) 427 divisible par 7  d) 509 premier

e) 671 divisible par 11

[118]5040=22x 33 x5x 11 ; 5940 a 48 di-
viseurs.

27720 =23x32x5x%x7x11;27 720 a 96
diviseurs.

2016 = 2° x 32 x 7. k® contient nécessai-
rement les facteurs de 2 016 et les puissances
de ses facteurs sont des multiplies de 6 d'ou
k®=26x35%x7% Donck=2x3x7=42.

Soita €[2,p-1]etd=PGCD(a, p). ddi-
vise pdoncd=1oud=p.Sid=palors pdivise
aor2<a=<p-1.Contradiction. Doncd = 1.

(127] (0 + 3)B+3) = 3(a+ VB + 1) = aB=3

doncn=24o0un=54.

[118]1.2268=22x3%x 7

2 268 possede 30 diviseurs.
2.a=2x32x7=126etb=2x32=180ule
couple symétrique.

1 : Fausse. 4 divise 62 mais 4 ne divise par
6. La réciproque est vraie : si n divise a alors n
divise a2.

2 : Fausse. 2 est premier et pair. La réciproque
est fausse : si n est impair alors n est premier.
(9 n'est pas premier)

3:Vraie. Comme p et g sont premiers distincts,
leur seul diviseur commun est 1. La réciproque
est fausse : si p et g premiers entre eux alors p
et g sont premiers distincts (15 et 8 premiers
entre eux et non premiers).

4 : Vraie. C'est le théoréme de Gauss avec les
nombres premiers. La réciproque est vraie :
si p divise a ou b alors p divise ab (immédiat).
5 : Fausse. a est un multiple de p mais pas
nécessairement égal a p. La réciproque est
fausse : si a est premier alors a=p (p). Si a est
premier et si a # p alors a # p (p).

1. a) p est premier et ne divise pas 2
donc:2P-1 = !

b) 2" =2kd= (2kd=1d=1 (p)
cn=bg+ravec0<r<b

2N =263+ = (28I x 2r=19%x2'=2'=1(p) - r=0
car sinon b ne serait pas le plus petit entier
vérifiant la propriété. b divise n.

2.a) Amultipledep:29-1=0(p) = 29=1 (p).
b) Sip =2 alors 29=0 (p) donc p est impair.

c) D'aprés 1. ¢) bdivise g comme g est premier b=gq.
d) D'aprés 1.a) 27" =1 (p) donc g = bdivise (p - 1).
Comme p impair, p — 1 est pair. 2 et g divise
(p-1),PGCD(2, q) =1, d'apres le corollaire de
Gauss 2q divise (p - 1) doncp=1 (2q).

3. Soit pun facteur premier de A,. D'aprés la
question 2. d) pest de la forme 34m + 1.

A =131071 et [A ~362

131,137,239 et 307 ne divise pas A, d'apres le
critere d'arrét et 2. d) A, est premier.

Corrigés



1.(x;y)=(6;5)

1.a)p+105p+1 (B)etp+20=p+2
(3). Donc seulement 1 parmi p, p + 10, p + 20
est divisible par 3.

b) Comme I'un des trois termes est multiple de
3 etquils sont premieralorsa=3,b=13,c=23.
2.a)13=1(3)et23=2=-1(3). Légalité mo-
dulo3donnev-w=0Q3)=v=w(Q3).

b) En remplacant v et w dans Iégalité :
3u=-3(13k) -3(23k") - 3(12r)

S u=-13k-23k'-12r

Introduction
au calcul matriciel
et aux graphes

1.A:[2 £ @ 8Jz.Af=

4 8 12 16

2
EI -1 1 -4 4
1.M2 = = —4aM
-5 5 -20 20

-16 16
2.M3 =4M2 =16M = .
-80 80

det (A)=-3#0 donc A est inversible.
113 0
1= _°

IEI 1 -1 -2
1.AB=1;=BA 2. X=

-2 5 14

1T -1 1| 3
1.11—1}/:—1.
-1 1 1]|lz 5
X 1
20 y|=|2
z 4

1. Le graphe est d'ordre 7.
Sommet | A | B|C|D|E|F |G

Degré |6 |5|3|5|3|5]3

2. Le graphe compte 15 arcs.
3.G-A-E-D-D-C. 4. A-E-D-A.

(21)1.m=

-~ 00 = = =20
OO0 oo = =0
ocoo-o0oo0o
oo -~ —~0o0o0o
o —-0o0o0o =
-~ ~ocoo0cooo -
Ooooo -=o

2.1l'ya 10 chemins de longueur 6 reliant D a B.

@1.x=[1).

15
2.V, =U,  -X=AU, +B-X=AU,-A) =AV.

3.V, =A" 2 etU =A" 2 + ! o
" 3 n 3 15

(25]1. B(—4;§)
228, 20-0)

6 6

Exercices | (@UETHCII

1.A est de dimension 2 x 4.
2.a,,=1,a,,=10;a,3=-1.

a)A+B=[: "56]

b)2A—B=[_1 0]
6 10

=275 75
Q) A5 = ap2=|% >
50 -350 8 44
11043 11275
5 _
€8 = [1 8040 —232]'
a) det (A) = 0 donc A n'est pas inversible.

3 -5
b) det(A) = 2 et A‘=l[ ]
2(-2 4

1(4 -2
c)det(A)=8etA_1=§[2 1]

2 -4
d) det(d) =2 et A1 = .
20-0,25 -0,5

B! 2)[*]-[
1 -3)y] (2
b) -2 1|{x _ 1
3 0)\) 5
a) Le graphe est d'ordre 8.
sommet A |B|C|D|E|F G|H

degré 4123|453 /3]|2

Le graphe compte 13 arétes.
b) Le graphe est d'ordre 9.

sommet |A|/B C|/D|E|F |G H|I

degré 2132364132

Le graphe compte 13 arétes.

) Le graphe est d'ordre 6.

sommet

A B

C

degré

3 4

3

Le graphe compte 10 arcs.
d) Le graphe est d'ordre 6.

sommet

A | B

C

degré

5 5

3

Le graphe co

a)M=

b) M=

o = = O O

c) M=

- = = O O

[ )
O = = O =
O = O = =

1
1
1
0
0

o O O O —
o = O = O
o O O oo
O = O O =

- = O O O
- —_ 0 O =
- O = O ©

[ J NN

mpte 12 arcs.

o O O O =

a8l d'entrainement

'I ap _ 2 -3
bwr) 15
_ 01 U= -
= b] e L= 5
102)a)a'=(5;4) b)B = %;o
c)c'=(—1;J§)

-4
2.U,=
n

Préparer le BAC
mO B

an
b,

n

d)D’ =

|-

N =

N
N | =

w

1443 1-43

)

il o)

12

W@ @m0
1.Aestde dimension2x3.2.4a,,=2.
3 -2
3.At=|2 4
-1 6
a) Produit non défini.
8
|4 d)
0
1.[€]
-5 16 10 1
2.a)| 6 -18 -11| b)
1 -3 -2

—
Sl=
N|—

|_. N | =

=
N




3.[a]

5 2
4.a)det(d)=-13;41=| 13 13
=4 o
1313
5 =2
b) det(4) = 0 ¢) det(A) = 11; A1 =| ! 111
non
-2
9 9
d)det(A)=-9; A "= .
) det(A) 1s
9 9
1.b) 2. [xJ = [4].
7715
124]4.[3] 2.[B]
1.A=[_23 :] 2.a,=16.
1.(-2;-4) 2 [—ﬂ;ﬂJ
a2

Chaines de Markov

Le chemin le plus court est donné par A-F-
E-B-C, de longueur 23.

EI Notons A, B et C les trois amis et X, I'ami
a qui Noé envoie un message au jour n. Pour
tout entier n, I'ensemble image de X, est
{A; B; C}. Les probabilités d’envoi a un ami ne
dépendent que de I'envoi du jour précédent
avec la probabilité P(Xn _ ei)(XnH:ej) =0,5 pour
e#e €1{A;B;C. (X") est une chaine de Markov.

Lespace détatsestE={0; 1; 2} et la matrice

4 4 1
9 9 9
de transition est Q = o 21
3 3
0 0 1
0 1 0
Q= 0,35 0 0,65].
0 1 0

[13] m,,; =7,Q = (0,1P(X, = A) + 0,5P(X, = B)
0,9P(X, = A) + 0,5P(X, = B))

17),-|2 3
9 9

-1

1.p1=1[1 1].
21

2. Un raisonnement par récurrence nous donne

1 0
n — -1
@ _P[o (2a—1)”]P

1-Qa-1"
1+Qa-1" |

11+ 2a-1"

2|11-(2a-1"

D'ou n, = (an bn)
a,=(1+Q2a-1)"PKX,=A)
+(1-Q2a-1)"PX,=B)

b, =(1-Qa-1)"PX,=A)
+ (1 + (2a -1)"P(X, = B)).

L'état du systeme dans I'année future dé-
pend uniquement de celui de I'année présente.
La chaine de Markov a pour ensemble d’états

{P; V}. Létat invariant est unique [% —] ;la

chaine de Markov converge vers cet état. La
répartition est alors répartie en 40 % des éléves
dans le lycée P et 60 % dans le lycée V.

FE ST d'application

Le plus court chemin est A-B-G-F, de lon-
gueur 31.

1 4
1. PUGy =B)= i Ry Xy =B) =5

P(X":B)(Xn-H =B)= 3
13 17
2.P(X, =A)=— et P(X, =B)=—.
(X;=A) 5 (X; =B) 5
209 241
3.P(X, =A)="= et P(X, =B) = ——.
b5 =R 450 5 =1 450

a)M1:[0'2 0'8] b)M2=[? 1]

0,4 0,6

01 02 07
b)M,=| 0 05 05
02 03 05

06 0,1 03
dMm,=[02 0,6 0,2
0,2 0,6 0,2

1.PX,=A)=0,5; PX,=B) =05
PX,=C)=0.

2.a)m,=(0,15 0,15 0,7)

etn,=(0,395 0,395 0,21).

b) P(X, = A)=0,15 et P(X, = C) = 0,21.
3.m,=mn,Q"

4.m,=1,Q"°= (03 03 04)
etm,,=m1,02°= (0,3 03 0,4).0n peut cal-
culer la distribution pour des entiers de plus en
plus grands pour conjecturer quelle converge.

11 n 16 16

exercices RMLCILEUEL

1. La marche aléatoire donnée par le
graphe décrit un mouvement futur qui ne
dépend que de la position présente de la gre-
nouille. (P,) est une chaine de Markov d'espace
d'états {A ; B ; C} et de matrice de transition

a,n=[i 1] b)n{L i].

0,4 01 0,5
M=|05 0 05|
0 08 02

n

0,4 01 0,5

2., =nyM"=(0 1 0105 0 05

0 08 0,2

m,=(0,272 0,3465 0,384335)

et mg = (0,27902 0,336645 0,384335). La
probabilité qu'elle revienne en B en quatre sauts
est 0,3465 et en six sauts 0,336645.

68)x =10 [0'8 O'ZJ etry, =05 05).

0,2 0,8

B@® @ ER[ A )
B O EH[ A )

Le chemin de longueur minimale est le
chemin A-B-F-H-K de longueur 9 km.

1. a) Les probabilités de changer d'opé-
rateur a l'instant futur ne dépendent que de
'opérateur choisi a l'instant présent.

b) En 2020, la probabilité qu'une personne ait
choisi E est 0,1. D'ou , = (0,1 0,9).

aMm 0,7 0,3 .

0,45 0,55
2.7, =71, M" etm,=(0,56875 0,43125).
3.a)e,+g,=1. b)e, ,=07e,+045g,.
c) €= 0,7en+0,45(1 - en)

A » 1. a) Les probabilités de passer d'un
état a l'autre dans I'instant futur ne dépendent
que de I'état a l'instant présent.

b) On suppose qu'en l'instant initial I'atome est
en état stable.

o A:(o,995 o,oos}

0,6 0,4
2.7m, =mA" 1 1 0
3.a)det(P)=121#0. b) D=— 79 |.
) detlP) 1P=121l0 2

4. Un raisonnement par récurrence nous
permet de montrer que A" = PD" P! pour
tout entier naturel. Lhérédité utilise I'égalité
A1 = A" A=PD" P! A par hypothése

de récurrence.

1
5.m, =—(120+0,395" 1-0,395").
"o

. 120 1
6. limm, =|— —|
n—+% 121 121

(0,99 o,mJ
B»1. A= .
a 1-a

2.m=(0,98 0,02))eta=049.

Corrigés
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