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énoncé

Démontrer que pour tout entier naturel k, on a :

54k − 1 divisible par 13.
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correction

On a :

54k =
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correction

On a :

54k =
(

54
)k
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correction

On a :

54k =
(

54
)k

=
(

(

52
)2
)k
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correction

On a :

54k =
(

54
)k

=
(

(

52
)2
)k

=
(

252
)k
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correction

On a :

54k =
(

54
)k

=
(

(

52
)2
)k

=
(

252
)k

Or,

25 ≡ −1 (mod 13)
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correction

On a :

54k =
(

54
)k

=
(

(

52
)2
)k

=
(

252
)k

Or,

25 ≡ −1 (mod 13)

En appliquant la compatibilité de la congruence avec les puissances :
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correction

On a :

54k =
(

54
)k

=
(

(

52
)2
)k

=
(

252
)k

Or,

25 ≡ −1 (mod 13)

En appliquant la compatibilité de la congruence avec les puissances :

Soit n un entier naturel (n ≥ 2) et a et b des entiers relatifs vérifiant :

a ≡ b (mod n)
alors pour tout entier naturel k, ak ≡ bk (mod n),
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correction

On a :

54k =
(

54
)k

=
(

(

52
)2
)k

=
(

252
)k

Or,

25 ≡ −1 (mod 13)

En appliquant la compatibilité de la congruence avec les puissances :

Soit n un entier naturel (n ≥ 2) et a et b des entiers relatifs vérifiant :

a ≡ b (mod n)
alors pour tout entier naturel k, ak ≡ bk (mod n),

on a :

252 ≡ (−1)2 (mod 13)
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correction

On a :

54k =
(

54
)k

=
(

(

52
)2
)k

=
(

252
)k

Or,

25 ≡ −1 (mod 13)

En appliquant la compatibilité de la congruence avec les puissances :

Soit n un entier naturel (n ≥ 2) et a et b des entiers relatifs vérifiant :

a ≡ b (mod n)
alors pour tout entier naturel k, ak ≡ bk (mod n),

on a :

252 ≡ (−1)2 (mod 13)

soit :

252 ≡ 1 (mod 13)
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correction

En appliquant, de nouveau, la compatibilité de la congruence avec les

puissances :
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correction

En appliquant, de nouveau, la compatibilité de la congruence avec les

puissances :

on a pour tout entier naturel k :

(

252
)k

≡ 1k (mod 13)
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correction

En appliquant, de nouveau, la compatibilité de la congruence avec les

puissances :

on a pour tout entier naturel k :

(

252
)k

≡ 1k (mod 13)

soit :

(

252
)k

≡ 1 (mod 13)
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correction

En appliquant, de nouveau, la compatibilité de la congruence avec les

puissances :

on a pour tout entier naturel k :

(

252
)k

≡ 1k (mod 13)

soit :

(

252
)k

≡ 1 (mod 13)

On en déduit que :

(

252
)k

− 1 ≡ 1 − 1 (mod 13)
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correction

En appliquant, de nouveau, la compatibilité de la congruence avec les

puissances :

on a pour tout entier naturel k :

(

252
)k

≡ 1k (mod 13)

soit :

(

252
)k

≡ 1 (mod 13)

On en déduit que :

(

252
)k

− 1 ≡ 1 − 1 (mod 13)

soit :

54k − 1 ≡ 0 (mod 13)
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correction

Comme ; pour tout entier naturel k, on a :

54k − 1 ≡ 0 (mod 13)
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correction

Comme ; pour tout entier naturel k, on a :

54k − 1 ≡ 0 (mod 13)

Rappel :

a ≡ 0 (n) ⇔ a est un multiple de n ou n est un diviseur de a
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correction

Comme ; pour tout entier naturel k, on a :

54k − 1 ≡ 0 (mod 13)

Rappel :

a ≡ 0 (n) ⇔ a est un multiple de n ou n est un diviseur de a

54k − 1 divisible par 13 pour tout entier naturel k.
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